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♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♦♣t✐♠❛❧ ✶✵✼
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✻ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙
❈❡ q✉❡ t✉ ❢❛✐s ♥❡ s❡rt à r✐❡♥✱
♠❛✐s ✐❧ ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ t✉ ❧❡ ❢❛ss❡s
▼❛❤❛t♠❛ ●❛♥❞❤✐
✽ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙
❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts
❏✬❛✐♠❡r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r ♠♦♥s✐❡✉r ▼♦❤❛♠❡❞ ▼✬❙❛❛❞ q✉✐ ♠✬❛ ❢❛✐t ❧✬❤♦♥♥❡✉r ❞✬❛❝❝❡♣t❡r
❞✬êtr❡ r❛♣♣♦rt❡✉r ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❡t ♠♦♥s✐❡✉r ❚❤✐❡rr② ❋❧♦q✉❡t✱ é❣❛❧❡♠❡♥t r❛♣♣♦rt❡✉r✱ ♣♦✉r
s❡s très ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡♠❛rq✉❡s ❡t ❝r✐t✐q✉❡s✱ t♦✉t❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❡t ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥s✐❡✉r ❆❧❛✐♥ ●❧✉♠✐♥❡❛✉ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ♣rés✐❞❡r ❧❡ ❥✉r②✳
❏❡ s✉✐s très ❤♦♥♦ré q✉❡ ♠♦♥s✐❡✉r ❆r✐❡ ▲❡✈❛♥t ❛✐t ❛❝❝❡♣té ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ré❞✐❣é
❞❛♥s ✉♥❡ ❧❛♥❣✉❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ s✐❡♥♥❡✱ ❡t ❥❡ t✐❡♥s à ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡r ♣♦✉r ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s très
❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉❡s✳
❏❡ s✉✐s é❣❛❧❡♠❡♥t très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t à ♠♦♥s✐❡✉r ❳❛✈✐❡r ❇r✉♥ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬❡①❛♠✐✲
♥❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❞✬❛✈♦✐r✱ ♣❛r s❡s q✉❡st✐♦♥s✱ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❡r✳
❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ♠♦♥s✐❡✉r ❆❧❡①✐s ●✐r✐♥ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ♣ré♣❛ré ❧❛ ♣❧❛t❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❡ss❛✐s
é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♠❛✐♥ ❞❡ ♠❛îtr❡✱ ❛②❛♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❧❛✐r❡ ❡t ❢❛❝✐❧❡ à
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ♠❛✐♥✱ ❡t ♠❡ ❧✬❛②❛♥t ♣rés❡♥té❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡✳
❏✬❛✐♠❡r❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠❡r ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ à ♠♦♥s✐❡✉r ❈❧❛✉❞❡ ▼♦♦❣ ♣♦✉r ❧✬✐♥✲
térêt q✉✬✐❧ ❛ ♣♦rté à ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❛ ❛♣♣♦rté❡s
❛✉ ♠é♠♦✐r❡✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠❡ss✐❡✉rs ▲❡♦♥✐❞ ❋r✐❞♠❛♥ ❡t ❏❛✐♠❡ ▼♦r❡♥♦ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs éq✉✐♣❡ ✿ ❆❧❡✲
❥❛♥❞r♦✱ ▼❛r❝♦✱ ❋r❛♥❝✐s❝♦✱ ❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦✉r ❧❡✉r ❛❝❝✉❡✐❧ ❝❤❛❧❡✉r❡✉① ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s
é❝❤❛♥❣❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❛✈♦✐r✳
◗✉❡ t♦✉s ♠❡s ♣r♦❢❡ss❡✉rs q✉✐ ♠✬♦♥t ♣❛t✐❡♠♠❡♥t ✐♥❝✉❧q✉é ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s
❛✉ ✜❧ ❞❡s ❛♥s✱ ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥s ❛✈❡❝ ✉♥ r❛r❡ t❛❧❡♥t✱ tr♦✉✈❡♥t ✐❝✐ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♠❛ ♣r♦❢♦♥❞❡
r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳ ❙❛♥s ❡✉①✱ ❥❡ ♥✬❛✉r❛✐t ❥❛♠❛✐s ♣✉ ♠❡♥❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ à ❜✐❡♥✳
❏❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡ ♣❛s ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ❝❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ♠❡s ❝❛♠❛r❛❞❡s t❤és❛r❞s ♦✉ ❥❡✉♥❡s ❞♦❝✲
t❡✉rs q✉✐ ♦♥t ❢❛✐t ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s à ❧✬■❘❈❈②◆ ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❛❣ré❛❜❧❡✱ ❝♦♥✈✐✈✐❛❧ ❡t s❝✐❡♥✲
t✐✜q✉❡♠❡♥t ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t✳
✶✵ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙
❈❤❛♣✐tr❡ ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ❡t ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s❡ ❜❛s❡♥t
s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ à ❝♦♠♠❛♥❞❡r✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❡①✐❣❡♥t ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ s♦✉s ♣❡✐♥❡ ❞❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ✈♦✐r❡ ❞❡ ♣❡rt❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳ ❖r✱ ❧❡s s②stè♠❡s ré❡❧s ♦♥t très s♦✉✈❡♥t ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱
❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♥é❣❧✐❣és✱ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①tér✐❡✉r❡s✱✳ ✳ ✳ ❊t ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥
❛ ✉♥ très ❜♦♥ ♠♦❞è❧❡ à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐❧ ❛rr✐✈❡ ❢réq✉❡♠♠❡♥t q✉✬✐❧ s♦✐t tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡t
❞♦✐✈❡ êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♦✉ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❯♥ r❡✲
♠è❞❡ ❝♦♥st✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡
s②stè♠❡ ré❡❧ ❡st ❝❡♥sé ❛♣♣❛rt❡♥✐r✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ s②stè♠❡
♥♦♠✐♥❛❧ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧✐♠✐té❡s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❛♣♣❡❧é❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳ ❯♥❡
t❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥✳ ❙✐ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st s②♥t❤ét✐sé❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
à ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞✉ ❝❛❤✐❡r ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱
❡❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ r♦❜✉st❡✳
❯♥ t②♣❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡ s✐♠♣❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❡t à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡✱ ♠ê♠❡
♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❡st ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛♣♣❛r✉❡ ❡♥
❯♥✐♦♥ s♦✈✐ét✐q✉❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❛♥♥é❡s ✻✵ à ♣❛rt✐r ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s à str✉❝t✉r❡
✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❝✳à✳❞ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❝♦♠♠✉t❛♥t ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭❡♥
❣é♥ér❛❧ ❧✐♥é❛✐r❡s✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s✳ ❉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r
♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♣❛r s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ✿ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡
❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✐✈✐s❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❡♥ ❞❡✉① ✭♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦✉
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ ❡t ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ❞❡♠✐ ❡s♣❛❝❡ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
à ❢♦r❝❡r ❧❡ s②stè♠❡ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡t à ② r❡st❡r✱
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ ❞❡✉①
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✉♥❡ ❢♦✐s
❛tt❡✐♥t ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ♣❛r ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❡♥ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❡st ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t r♦❜✉st❡✱ ♠❛✐s ♠ê♠❡ ✐♥s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ été ré❣❧é❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡
é❧❡✈é❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❛tt❡✐♥t ❧❡ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t✱ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳
❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞é❢❛✉t ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✱ ❝❛r ✐❧ ♣❡✉t
❝❛✉s❡r ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❡t s✉rt♦✉t ✉♥❡ ✉s✉r❡ ♣ré♠❛t✉ré❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ♦✉ ❞✉
s②stè♠❡✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥ ❜r✉✐t s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ② r❡♠é❞✐❡r
✶✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♣♦✉r
s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✱ ♦✉ t♦✉t ❛✉ ♠♦✐♥s ré❞✉✐r❡ ❧❡✉r ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ▼❛✐s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s
♦♥t ✉♥ ♣r✐① ✿ ❡❧❧❡s ré❞✉✐s❡♥t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ r❡st❡ ❡♥ s✉s♣❡♥s ✿ q✉❡❧ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❢❛✉t ✐❧ ✐♠♣♦s❡r ❛✉ s②stè♠❡
♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❝♦♠♠❡♥t ❝❤♦✐s✐r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❄
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❛ é♠❡r❣é ❞❛♥s ❧❡s
❛♥♥é❡s ✽✵✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ♣♦✉r ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ré♣♦♥s❡ à ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ♣r♦♣♦s❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ré♣♦♥s❡s à ❝❡s q✉❡st✐♦♥s✳ ❊♥ rés✉♠é✱ ✐❧
♣rés❡♥t❡ ✿
✕ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♥❡
♣r♦✉✈❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts é❧❡✈és
✕ ❯♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉❝❝✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬■❘❈✲
❈②◆ ❞ét❛✐❧❧❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❡ ♣ré❜♦✉❝❧❛❣❡ ❞é❝♦✉♣❧❛♥t ❡t ❧✐♥é❛r✐s❛♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ t❡st
r❛♣✐❞❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♦✉ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s r♦❜✉st❡s✱ ♠♦♥♦ ♦✉ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡s
✕ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❡♥ r❡♥❞❛♥t ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡
✕ ❯♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❙❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s s♦♥t s❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❡t s❛ ❢❛❝✐❧✐té ❞❡ ré❣❧❛❣❡✳
✶✳✶ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é♠♦✐r❡
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ✐❞é❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✳
■❧ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡✲
♠❡♥t ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❢♦rç❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ à ❧✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❡t à ② r❡st❡r✳
P❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♦❝❝❛s✐♦♥✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s s♦♥t ❛❜♦r❞é❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❉❡ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ s♦♥t ❞✐st✐♥❣✉é❡s ❞❡✉① s♦✉s ♥♦t✐♦♥s ✿
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡✱ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❝♦♥st❛té❡ q✉✬❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡t ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s r❡❥❡té❡s✱ ❧❡s ♣❡r✲
t✉r❜❛t✐♦♥s ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡s✱ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣ré❝✐sé❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❝❛✉s❡s ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡
❝❤❛tt❡r✐♥❣ s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐té❡s✱ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ ré❞✉✐r❡✱ ♣rés❡♥té❡s✳
❆❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♥❡ ♣rés❡♥t❛✐t q✉❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥❣❡♥❞r❛♥t
❞❡s ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✶✱ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❛❜♦r❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐s✲
s❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❈❡ t❡r♠❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❞❡✉① ✐❞é❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ✿ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞♦♥t ♥♦♥
s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t s❡s ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ s✬❛♥♥✉❧❡♥t ❡♥
t❡♠♣s ✜♥✐ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❣é♥èr❡ ✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ✐❞é❛❧✳ ❯♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ré❡❧✱
q✉❛♥t à ❧✉✐✱ ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳ ▲✬❤♦♠♦❣é♥é✐té✱
♣r♦♣r✐été s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ❜❛sé❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❤♦♠♦❣è♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ❡♥ t❡♠♣s
✜♥✐✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✐♥❡ q✉❛ ♥♦♥ ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r r❡t♦✉r ❞❡ s♦rt✐❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✷
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ✐♠❛❣✐♥é❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✳ ❊♥✜♥✱
✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ♣rés❡♥té❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ ✐♥t❡r♠é❞❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡✱ ♣❡r✲
✶✳✶ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é♠♦✐r❡ ✶✸
♠❡tt❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❡t ❧❡s
♣r❡✉✈❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✱ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ré✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r
❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
▲❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❧❛t❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬■❘❈✲
❈②◆✳ ❆♣rès ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❡♠♣❧♦②é❡s✱ ✐❧ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❝♦♠♣❧❡t ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♦✉ ❞❡ ❧♦✐s
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❈❡ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s ❛❞♦ssé à ✉♥ s✐♠✉❧❛t❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs
♦✉ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠♦♥♦ ❝♦♠♠❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❯♥ ✈ér✐♥ ♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡ ❣é♥ér❛♥t ✉♥❡
❢♦r❝❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❛✉ ✈ér✐♥ ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❡r♠❡t ❞❡
t❡st❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✐♠♣❧❛♥té❡s✳
▲❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✱ ❡♥ r❡♥❞❛♥t
❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✳ ▲✐❞é❡ ❡st ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st tr♦♣ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❞❡
❧❛ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡♥t❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✈❛r✐❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳
❯♥❡ ét✉❞❡ ❞✉ ♣✐r❡ ❝❛s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s ♣❡✉ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥
ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té
♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r✳
▲❡ s✐①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥❡ tr❛✐t❡ ♣❛s ❞❡ s②stè♠❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s ♦✉ ❞❡ ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✱ ♠❛✐s
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❞❡s s②stè♠❡s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉s✳ ■❧ ♣rés❡♥t❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à tr♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉ s②stè♠❡
❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡♥ t❡♠♣s ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣♦✉r
❧❡ rés♦✉❞r❡✳ ❉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♣rés❡♥té❡s✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡❧❞❜❛✉♠✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ét❛♥t ❛✉ss✐ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡
❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐❞é❛❧✳ ❉❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s
s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥tés✳ ▲✬✉♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à
t♦✉s ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✭▲❚■✮ à ♣ô❧❡s ré❡❧s✱ ❧✬❛✉tr❡ t✐r❡ ♣❛rt✐
❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥té❣r❛t❡✉rs ♣✉rs✳
❙✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s ✸❡ ❡t ✻❡ ❝❤❛♣✐tr❡s✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s
❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡
t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t à ♣ô❧❡s ré❡❧s✱ ❞♦♥❝ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡❧❞❜❛✉♠✳ ❈❡tt❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤ér✐t❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ■❧ ❞é♠♦♥tr❡ ✉♥ ❛✉tr❡ rés✉❧t❛t ✿
❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥ s②stè♠❡ ▲❚■ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t à ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✳ ❊♥✜♥✱ ❛♣rès
❛✈♦✐r ♠♦♥tré ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ♥❡
♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❛♣❧✐q✉é❡s✱ ✐❧ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡
♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳
❯♥❡ ❛♥♥❡①❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts r❡♣♦s❛♥t s✉r ✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❆♣rès q✉❡❧q✉❡s
r❛♣♣❡❧s ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✱ ❡❧❧❡ ♣♦s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡t ❞♦♥♥❡ ✉♥ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡ à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t q✉✬✉♥
♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❢♦✉r♥✐t s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♠❛❧ ❝♦♥♥✉✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧✉✐ ♠ê♠❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é
❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❛✈❡❝ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣ré❝❛❧❝✉❧é❡s ❝♦rr✐❣❡❛♥t ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥ ❣✉✐s❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡s ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣ré❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ✜①❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❈❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r
✶✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
r❡st❡ ❞✬✉♥ ✐♥térêt ❧✐♠✐té✱ ❝❛r ✐❧ ❛ ♣❡✉ ♦✉ ♣r♦✉ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉✬✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r
❤♦♠♦❣è♥❡ s❡✉❧✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ à ré❣❧❡r ❡t ❡①✐❣❡❛♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s
❡♥ ❧✐❣♥❡✳
❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✿
✕ ✸ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ✿ ❬P❙❇P✶✵✱ P❙❇Pr❡✱ ❇Pr❡❪
✕ ✸ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❝♦♥❣rès ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✿ ❬❇P✵✾❛✱ ❇P❋✵✾✱ ❇P❙P✶✵❪
✕ ✶ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥❣rès ♥❛t✐♦♥❛❧ ❬❇P✵✾❜❪
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s
❣❧✐ss❛♥ts
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t s✉❝❝✐♥❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r
♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❡t ❞❡ s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛rté✱ ❧❡s s②stè♠❡s
❝♦♥s✐❞érés ✐❝✐ s❡r♦♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❝♦♥t✐♥✉s✱ ♠♦♥♦✲❡♥tré❡ ♠♦♥♦✲s♦rt✐❡ ✭❙■❙❖✮ ❡t ❛✣♥❡s
❡♥ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❚♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣♦sés ❝✐✲❛♣rès s♦♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡s à ❞❡s
s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡s ✭▼■▼❖✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ r❡str❡✐♥t à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r
♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✶✱ t❡❧❧❡ q✉✬♦r✐❣✐♥❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❯t❦✐♥✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡
♣❡r♠❡ttr❡ à ✉♥ ❧❡❝t❡✉r ♥é♦♣❤②t❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r
♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐s✲
s❛♥ts ✿ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❢♦r❝❡r ❧❡ s②stè♠❡ à r❡st❡r s✉r ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛✲
❝ré❡ à ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ s♦✉s ❥❛❝❡♥t❡✱ ❡t ❞é❣❛❣❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ét✉❞✐❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r
q✉✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s♦✐t ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t r❡❥❡té❡✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡
♠❛❥❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ✿ ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✱ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡♥ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❡✛❡ts✳
✷✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ✿ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❡st ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡
à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ✭❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✮ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡
② r❡st❡r✳ ❈❡tt❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ét❛♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡❧❧❡
❞é✜♥✐t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞ét❡r♠✐♥❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✱
♣♦✉r✈✉ q✉✬✐❧ r❡st❡ s✉r ❝❡tt❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ s♦✉♠✐s à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ❧❡ ❢❛✐t r❡st❡r s✉r ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞♦♥♥é❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❞✉ t♦✉t ❞✉
s②stè♠❡ ❧✉✐ ♠ê♠❡✶ ♦✉ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ s♦✉♠✐s✱ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡tt❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❜♦✉❝❧é ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t r♦❜✉st❡
✈✐s à ✈✐s ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ✭♣r♦♣r❡s ❛✉ s②stè♠❡✮ ❡t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭❡①tér✐❡✉r❡s ❛✉ s②stè♠❡✮✱
♠❛✐s t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥s❡♥s✐❜❧❡ à ❝❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ♠♦②❡♥♥❛♥t q✉✬❡❧❧❡s ♣✉✐ss❡♥t
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t êtr❡ r❡❥❡té❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳
▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ✿
✶❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✱ ❡♥ t♦✉s ❝❛s✳
✶✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts
t
u
0
uM
−uM
❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ✭❜r✉♥✮✱ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✭♥♦✐r✮✳ ➚ ❞r♦✐t❡ ✿ tr❛❥❡❝✲
t♦✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ✭♥♦✐r✮ ❡t s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✭❜r✉♥✮
✶✳ ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés st❛t✐q✉❡s
❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞és✐ré❡s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❜♦✉❝❧é✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡①✐❣é❡ ♣❛r ❧✬❤②♣❡r✲
s✉r❢❛❝❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✏✉t✐❧❡✑ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡t
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♥❡
♣♦✉rr❛ ♣❛s r❡st❡r s✉r ❧✬❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✱ ❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
s❡r❛ ♣❡r❞✉❡✳
✷✳ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✬ét❛t
❞✉ s②stè♠❡ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♣✉✐s à ② r❡st❡r ❡♥ ❞é♣✐t ❞❡s
✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❛✣♥❡ ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦✲
♥✐q✉❡ ❞❡ ❇r✉♥♦✈s❦②✱ ❡①♣r✐♠é s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡
x˙1 = x2
x˙2 = x3
✳✳✳
x˙n ∈ ψ(x, t) + [−C,C] + [Γm,ΓM ]u
y = x1
✭✷✳✶✮
♦ù x = [x1 · · · xn]T ∈ X ⊂ ❘n r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ X ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡
❘
n✱ u ∈ U ✱ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ ❘✱ ❡st ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❡t ❞✉ t❡♠♣s✳ ψ(x, t)✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✱
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r X ✳ [−C,C] ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❛❞❞✐t✐❢ ✐♥❝♦♥♥✉✱ ♠❛✐s ❜♦r♥é ♣❛r C > 0
♠♦❞é❧✐s❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t
✕ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ré❡❧❧❡s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♠❛❧ ❝♦♥♥✉s ❞✉
♠♦❞è❧❡✱
✕ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♥♦♥ ♠♦❞é❧✐sés ♦✉ ♥é❣❧✐❣és✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ✐❧s ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s
✈❛r✐❡r ❧❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✐❝✐ é❣❛❧ à ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ✈✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡
s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❛s à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ③ér♦s✮
✕ ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①tér✐❡✉r❡s✳
[Γm,ΓM ]✱ ❛✈❡❝ 0 < Γm 6 ΓM < ∞✱ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡ ❣❛✐♥ ❞✉
s②stè♠❡ ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r s❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡
✷✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ✿ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡ ✶✼
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♠❛❧ ❝♦♥♥✉s ♦✉ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♥é❣❧✐❣és✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs
❛✐❡♥t s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✭❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✮✳
✷✳✶✳✶ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥
s✐❣♥❛❧ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ yR(t) ♣❛r ❧❛ s♦rt✐❡ y ∈ Y ⊂ ❘✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ ❧✬❡rr❡✉r y − yR
✈❡rs 0✳ ▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡
❣❧✐ss❡♠❡♥t ✿
❙♦✐t σ(x, t) : X × ❘+ → ❘ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡t ❝♦♥s✐❞éré❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦rt✐❡ ✜❝t✐✈❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮ t❡❧❧❡ q✉❡ s♦♥ ❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ s❛t✐s✲
❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ σ(x, t) ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♦✉ ❞❡
❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
S = {x ∈ X | σ(x, t) = 0} ✭✷✳✷✮
r❡♣rés❡♥t❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❞❡ X ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (n−1) ❛♣♣❡❧é❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✷
♦✉ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ré❣✐♠❡
❣❧✐ss❛♥t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❬❯t❦✾✷❪ ❖♥ ❞✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t ✐❞é❛❧ s✉r S s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
t❡♠♣s ✜♥✐ ts t❡❧ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✮ s❛t✐s❢❛✐t σ(x, t) = 0 ♣♦✉r t♦✉t t > ts✳
◗✉❛♥❞ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮ é✈♦❧✉❡♥t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t S✱ s❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❞✐t❡ ✐♠♠❡r❣é❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
❞❡ ✶ à s❛ ♣r♦♣r❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❡st ❛♣♣❡❧é s②stè♠❡ ré❞✉✐t ❡t s❛ ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡
❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱
✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t✳ ▲❡ s②stè♠❡ ré❞✉✐t ❡st ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡
❝❛s ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❙✬✐❧ ❡st st❛❜❧❡✱ s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✜♥❛❧✱ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉
♣❛♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ✭s❛✉❢ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ré❞✉✐t ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✵✮✳
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t
❞✐✛ér❡♥t❡✱ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✳
❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t ❡st q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❛✐t ✉♥ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ é❣❛❧ à ✶ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u ❬❯t❦✾✷❪ ✭❧❡
❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❢♦✐s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❞ér✐✈❡r ❧❛ s♦rt✐❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❬■s✐✾✺❪✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡✸
σ(x, t) = e(n−1) + · · ·+ c2e¨+ c1e˙+ c0e ✭✷✳✸✮
♦ù e = y − yR(t) ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ci ✭0 6 i 6 n− 2✮ s♦♥t ❝❤♦✐s✐s t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡
λn−1 +
n−2∑
i=0
ciλ
i
s♦✐t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✬❍✉r✇✐t③✱ ❝✳à✳❞ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ré❞✉✐t s♦✐t st❛❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st
e(n−1) + · · ·+ c2e¨+ c1e˙+ c0e = 0
✷❇✐❡♥ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ❡♥ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦♥s❛❝ré ❡st s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳
✸❚♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ y(k)✭r❡s♣✳ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ k✲✐è♠❡ ❞❡ y ✭r❡s♣✳
❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✳
✶✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts
❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t σ(x, t) ❡st ❢♦r❝é❡ à ③ér♦✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ e
❝♦♥✈❡r❣❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✈❡rs ③ér♦✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ci✳ ❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❣❧é❡ ♣❛r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞❡ ♣ô❧❡s ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ σ(x, t) s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u ❛♣✲
♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s
σ˙(x, t) ∈ ψ(x, t) + [−C,C] + [Γm,ΓM ]u− y(n)R (t) +
n−2∑
i=0
cie
(i+1) ✭✷✳✹✮
❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✭❝✳à✳❞ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ré❞✉✐t✮ ❝❤♦✐s✐❡✱ ❧❛
s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ st❛❜✐❧✐s❛♥t ❡♥ ③ér♦ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✹✮ ❡♥
t❡♠♣s ✜♥✐✱ ♠❛❧❣ré ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ n ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❙■❙❖ ❡st r❛♠❡♥é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭✷✳✹✮ ❡♥ ③ér♦✳
✷✳✶✳✷ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡
✭✷✳✶✮ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❡t ❡♥s✉✐t❡ à r❡st❡r s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♠❛❧❣ré ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡r✲
t✐t✉❞❡s s✉r ❧❡ s②stè♠❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞♦✐t r❡♥❞r❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡
❣❧✐ss❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✭❝✳à✳❞ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ t♦✉t❡s ❧❡s
tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞✐r✐❣é❡s ✈❡rs ❡❧❧❡✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞♦✐t êtr❡
❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛ss✉r❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ σ(x, t) = 0✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛ttr❛❝t✐✈✐té✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ ♣r♦♥♦♥❝❡r q✉❛♥t à ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ét❛t
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s❛♥s ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t
q✉❡ ❧✬ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st 0 ✹✱ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ V (x)✱ ✭V (0) = 0, V (∞) = ∞)✱
❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✱ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ s❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ V˙ (x) = dV (x)
dt
❞♦♥♥❡♥t
✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✳ V (x) ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧é♥❡r❣✐❡✧
✜❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❙✐ V (x) > 0 ∀x 6= 0 ❡t V˙ (x) < 0✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳
❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞✬❛ttr❛❝t✐✈✐té ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞✉ t②♣❡
V (σ) =
1
2
σ2 ✭✷✳✺✮
❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ é✈✐❞❡♥t❡✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉❢✲
✜s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t σ(x, t) t❡♥❞❡ ✈❡rs ③ér♦ ❡st q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ V
s♦✐t ❞é✜♥✐❡ ♥é❣❛t✐✈❡
V˙ = σσ˙ < 0. ✭✷✳✻✮
❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛ttr❛❝t✐✈✐té q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r
✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✈❡rs ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ P♦✉r ❛ss✉r❡r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ σ(x, t)
✈❡rs ✵ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞♦✐t êtr❡ r❡s♣❡❝té❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦❞❡s
❣❧✐ss❛♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛ttr❛❝t✐✈✐té ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞✐t❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ η−❛ttr❛❝t✐✈✐té ❬❯t❦✾✷❪
σσ˙ 6 −η|σ|, η > 0 ✭✷✳✼✮
✹❈❡❧❛ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦②❡♥♥❛♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❛♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✳
✷✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ✿ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡ ✶✾
❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t✱ ♣♦✉r σ 6= 0✱ à
σ˙ 6 −η sign(σ), η > 0 ✭✷✳✽✮
❖♥ ✈♦✐t t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❣❛r❛♥t✐t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ P❛r
✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ s✐ σ(0) > 0✱ σ(t) 6 σ(0)− η t✱ ❡t s✐ s✐ σ(0) < 0✱ σ(t) > σ(0) + η t✳ ❉♦♥❝ σ(t)
❛tt❡✐♥t 0 ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✐♥❢ér✐❡✉r à
|σ(0)|
η
❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✳
❈❡ ❝r✐tèr❡ ❡st t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s s❛t✐s❢❛✐t s✐ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞✉ t②♣❡
u = −uM sign(σ) ✭✷✳✾✮
❛✈❡❝ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ uM ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r
✕ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧✬é❝❛rt ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ré❡❧ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
✭❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✮✱
✕ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡s✳
❉✬❛♣rès ❧✬❊q✳ ✭✷✳✹✮✱ uM ❞♦✐t êtr❡ ré❣❧é t❡❧ q✉❡
uM > max
x,t

 Γ−1m︸︷︷︸
✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
s✉r ❧❡ ❣❛✐♥


∣∣∣∣∣ψ(x, t) +
n−2∑
i=0
cie
(i+1) − y(n)R (t)
∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
é❝❛rt ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
+ C + η︸ ︷︷ ︸
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡



 ✭✷✳✶✵✮
❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐❞é❡ ♠❛îtr❡ss❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞✬✏é❝r❛s❡r✑ ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ■❧ ❢❛✉t
❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭✉♥❡ ❢♦✐s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❡ ❣❛✐♥ [Γm,ΓM ]✮ s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♣❡♥s❡r t♦✉t❡s ❧❡s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ♥✬❡♥✈✐s❛❣❡r♦♥s ♣❧✉s q✉❡ ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✳
❍②♣♦t❤ès❡ ✷✳✶✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧✬é❝❛rt ❞❡ ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs uM(x, t) ∈ U(x, t) ✈ér✐✜❛♥t
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊q✳ ✭✷✳✶✵✮✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù uM ❡st ❝♦♥st❛♥t ❡t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞
♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ é✈♦❧✉❡ ❧❡ s②stè♠❡✳
P♦✉r rés✉♠❡r✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿
P❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s t ∈ [0, ts] ♣❡♥✲
❞❛♥t ❧❡q✉❡❧ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡✲
♠❡♥t S✳ ❉✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ r❡st❡ s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳
❙❛ ❞✉ré❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t❡ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t η✱ ❝✳à✳❞ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡✳
P❤❛s❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s t ∈ [ts, ∞[ ❞✉r❛♥t
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✬ét❛t s♦♥t ❝♦♥✜♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t S✳ ❉✉r❛♥t
❝❡tt❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❧✉s ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ♥✐
❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡
❣❧✐ss❡♠❡♥t✺✳
✺❈❡❧❛ ♥✬❡st ✈r❛✐ q✉❡ s✐ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ❡t✴♦✉ q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡①✐❣é❡ ♣❛r
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❙✐ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ❧❡
s②stè♠❡ q✉✐tt❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳
✷✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts
✷✳✷ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛✲
❧❡♥t❡
P❡♥❞❛♥t ❧❡ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥ t❤é♦r✐❡
✐♥✜♥✐❡ ❀ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✳ ❈❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡
♥✬❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♣❛s ❛❜♦r❞é ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✱ q✉✐
♥✬ét✉❞✐❡ q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ t②♣❡
x˙ = f(x, t)
♦ù f ❡st ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à x✱ ❝✳à✳❞ ✱ ∃L > 0✱ t❡❧ q✉❡ ∀xa, xb
||f(xa, t)− f(xb, t)|| 6 L||xa − xb||
❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s s✐ f ❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à x✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❡st ✉♥ s②stè♠❡
s♦✉♠✐s à ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ✭✷✳✾✮✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡ s②stè♠❡s s♦✉♠✐s à ❞❡ t❡❧❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❛
♠ét❤♦❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡ t❡❧❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s
❡st ❞❡ ❧❡s r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛r ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❬❋✐❧✽✽❪✳ ❆✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✱
♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✭✐♥❝♦♥♥✉❡ ♦✉ ♠❛❧ ❝♦♥♥✉❡✮ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ♦✉ t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ sign
sign(x) =


−1 s✐ x < 0
[−1; 1] s✐ x = 0
1 s✐ x > 0
✭✷✳✶✶✮
❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s❡ ❥✉st✐✜❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣❤②s✐q✉❡ ❡st r❛r❡♠❡♥t
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✱ ♠❛✐s ♣rés❡♥t❡ s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t é❧❡✈é❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❝♦♥s✐❞érés
❝♦♠♠❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♣❛ss❡r❛ ✭très r❛♣✐❞❡♠❡♥t✮ ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r✲
♠é❞✐❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r à ❧✬✐♥st❛♥t ♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❝❡❧❧❡ à ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♦✉tr❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✱
♠❛✐s ❜♦r♥é❡s✱ ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ♦✉t✐❧ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ❢❛✉t s♦✉✈❡♥t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧
à ❞✬❛✉tr❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❡
s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛✣♥❡ ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥
✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡✱ ❞♦♥❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❞ét❛✐❧ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❬❋✐❧✽✽❪✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♣❧✉s ❝♦♥❝rèt❡✱ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ❈✬❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❬❯t❦✾✷✱ ❯●❏✾✾❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✐♠♣❡r❢❡❝✲
t✐♦♥ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s♦✐t ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♦✉ ❡♥ t♦✉s ❝❛s✱ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♠♠✉t❡
q✉✬❡♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✐s♦❧és✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥ts ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡✱ ❞♦♥❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡✻✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡
❡st ❛❧♦rs ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛❥♦✉té❡ t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ ▲✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥
♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ r❛♣✐❞❡ ❞✬❛❝t✐♦♥♥❡✉r✱ ✉♥ r❡t❛r❞ ♣✉r s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱✳ ✳ ✳ ▲❛ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞✉ t②♣❡ ❞✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
❞❡ ❧❛ ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ ✈❡rs 0✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❛✣♥❡ ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ t♦✉t❡s ❝❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t✳
✻❖♥ ♣❡✉t rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦ù f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♣✉✐s r❛❝❝♦r❞❡r ❝❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té✳
✷✳✷ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✷✶
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❡st ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❬❯●❏✾✾❪✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t S✱ σ(x, t) = 0 ∀t✱
❞♦♥❝ σ˙(x, t) = 0✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❊q✳ ✭✷✳✹✮✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞♦♥♥❡
u =
−ψ(x, t)−∑n−2i=0 cie(i+1) + y(n)R (t)− [−C,C]
[Γm,ΓM ]
✭✷✳✶✷✮
❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ u ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❝❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❛ ❡①❛❝✲
t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ s✐ ♦♥ ❧✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✜❝t✐✈❡ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ré❡❧❧❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ✭✷✳✾✮✳
❈❡ ❝♦♥❝❡♣t ❛ ✷ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ❡①♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ✷ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts✳
✷✳✷✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡
❊♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♥✐ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ❝✳à✳❞ [−C,C] = 0 ❡t [Γm,ΓM ] =
γ(x, t) ❝♦♥♥✉✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ♥♦té❡
unom ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✼✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡t ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱
❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡ s②stè♠❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐✲
♥✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛✉r❛✐t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳ ▼❛✐s ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ♣❧✉s r❡❥❡t❡r ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳
❖✉tr❡ s♦♥ ✐♥térêt t❤é♦r✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡
❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
u = unom − uM sign(σ) ✭✷✳✶✸✮
❛✈❡❝ unom ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥
❝❤❛r❣❡ ❧✬é❝❛rt ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ré❞✉✐t ✭❞és✐ré✮ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡
ré❡❧✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉ −uM sign(σ) ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❧✉s q✉✬à r❡❥❡t❡r ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡t
✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♥♦♥ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❙♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
êtr❡ ré❞✉✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ st❛♥❞❛r❞✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ uM ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❞♦✐t êtr❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à r❡❥❡t❡r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱
uM > max
x,t
(
Γ−1m
(
(µ− 1)|unom|︸ ︷︷ ︸
✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r γ
+ µ (C + η)︸ ︷︷ ︸
✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❡s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐✈❡s
))
❛✈❡❝ µ = max
(
γ(x,t)
Γm
, ΓM
γ(x,t)
)
✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t s♦✉✈❡♥t γ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs
❡①trè♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡s Γm(x, t) ❡t ΓM(x, t)✱ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r uM ✳
❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡♥ ❢❛✐t à ✉♥ ♣ré❜♦✉❝❧❛❣❡ ❧✐♥é❛r✐s❛♥t ❞♦♥t ❧❡s
♣ô❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐s ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡✉① ❞✉ s②stè♠❡ ré❞✉✐t ✭❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡
❣❧✐ss❡♠❡♥t✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ s②stè♠❡ ré❞✉✐t ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ❞❡ ✶ ❛✉ s②stè♠❡ ré❡❧✱ ✐❧ ❢❛✉t
❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ♣ô❧❡s ♣❧❛❝és ♣❛r ❧❡ ♣ré❜♦✉❝❧❛❣❡ ❧✐♥é❛r✐s❛♥t ♣❛r ✉♥ ✐♥té❣r❛t❡✉r ♣✉r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡
♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s st❛❜❧❡ à ❡❧❧❡ s❡✉❧❡✱ ♠❛✐s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ st❛❜✐❧✐s❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❡♥
♣❧✉s ❞❡ r❡❥❡t❡r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳
✼❊❧❧❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ♥♦té❡ ueq✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❬❯t❦✾✷✱
❯●❏✾✾❪✳
✷✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳ ❈❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❜❛s✐q✉❡ ❡st r❡♥❞✉❡
♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❡st ▲✐♣s❝❤✐t③ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✳
‖unom(x+ ǫ)− unom(x)‖ 6 C‖ǫ‖
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❡rr❡✉r s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ♥✬❡♥❣r❡♥❞r❡ q✉✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❡rr❡✉r
s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡✱ ❢❛❝✐❧❡ à ❝♦♠♣❡♥s❡r ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✳
✷✳✷✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✈♦✉❧♦✐r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳ ❱✉ q✉✬♦♥ ♥❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛ît ♣❛s à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs
r❡♥♦♥❝❡r à ♣ré❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐té✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✐♥❝❡r✲
t✐t✉❞❡s ❡t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♦♥t ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ✜♥✐❡s✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛ ❡❧❧❡
❛✉ss✐ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ✜♥✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❡t ♠ê♠❡ ❞❡
❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛②❛♥t ❞❡s ♣ô❧❡s ✐♠♣♦s❛♥t
✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧❡♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✜❧tr❡r
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ✉♥ ✜❧tr❡ ♣❛ss❡ ❜❛s ❞♦♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❡st s✉♣é✲
r✐❡✉r❡ à ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ❈❡❧❛ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❝❛r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡
❡st ✐♥✜♥✐❡✳ ▼ê♠❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ♥✬ét❛♥t
❡✣❝❛❝❡ q✉❡ s✐ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭s✐ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡✮ ♦✉
❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✮ s♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t
s✉♣ér✐❡✉r❡s à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ r❡st❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿ ❝✬❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ré❡❧❧❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t ét❛❜❧✐✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝
êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✸ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳
✕ ❊❧❧❡ ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❡❧❧❡ ❡st s♦✉✈❡♥t
❛♣♣❡❧é❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳
✕ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊q✳ ✭✷✳✶✵✮ ♣❡✉t s✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡ ✏❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❣é♥ér❡r ✭♣❛r ✜❧tr❛❣❡✮ ❧❛ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ q✉✐ ❢♦r❝❡r❛ ❧❡ s②stè♠❡ à r❡st❡r s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✑✳
✕ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡ s②stè♠❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❜r✉t❡✱ ♦♥
♣❡✉t ❧❛ ✜❧tr❡r ❡t ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡ s②stè♠❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳ ❈✬❡st ✉♥
♠♦②❡♥ ♣❛r♠✐ ❞✬❛✉tr❡s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ✭✈♦✐r ➓✷✳✹✮✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❥♦✉t❡
✉♥ r❡t❛r❞ ❞û ❛✉ ✜❧tr❛❣❡✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♣ré❥✉❞✐❝✐❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣
♣❡✉t ♣❛r❢♦✐s êtr❡ ♣❧✉s ✉t✐❧❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✸✳ ❈❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♥❡ s♦♥t r❡♥❞✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s
q✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✿ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❡t ❞❡ ♣❧✉s
▲✐♣s❝❤✐t③ ♦✉ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❧✐♠✐té❡ ✭♦✉ t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❛ ✜❧tr❡r
♣❛r ✉♥ ✜❧tr❡ ♣❛ss❡ ❜❛s ❛♣♣r♦♣r✐é✮✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✹✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts r❡ss❡♠❜❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ à ✉♥❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥
♣❛r ▲❛r❣❡✉r ❞✬■♠♣✉❧s✐♦♥s ✭▼▲■✮✳ ■❧ ② ❛ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s✳
✕ ▲❛ ▼▲■ ❡st ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ✿ ♦♥ s♣é❝✐✜❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❝②❝❧✐q✉❡✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥
s✐❣♥❛❧ ❞❡ r❛♣♣♦rt ❝②❝❧✐q✉❡ ❞♦♥♥é✳ ❙✐ ♦♥ ✈❡✉t ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✱ ✐❧ ❢❛✉t
r❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❡st
✷✳✸ ❚②♣❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s r❡❥❡té❡s ✷✸
♣❛r ♥❛t✉r❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ✿ ♦♥ ♥❡ s♣é❝✐✜❡ ♣❛s ❧❡ r❛♣♣♦rt ❝②❝❧✐q✉❡ ❀
✐❧ s❡r❛ t❡❧ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ r❡st❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs
♣❛s ❧❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ ❝❛r ✐❧ ❞é♣❡♥❞ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳
✕ ➚ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞♦♥♥é❡✱ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✐ss✉ ❞✬✉♥❡ ▼▲■ ❛ ✉♥❡ ❜✐❡♥
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✳ ❙✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ▼▲■✱
❧❡ r❛♣♣♦rt ❝②❝❧✐q✉❡ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ✽ ❜✐ts
✭✶✴✷✺✻❡✮ ♦✉ ❞❡ ✶✵ ❜✐ts ✭✶✴✶✵✷✹❡✮ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡✉①
❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s✱ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ♣ér✐♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s
❣❧✐ss❛♥ts✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡✉t êtr❡ s♦✐t ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✱ s♦✐t
à ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ s❛ ✈❛❧❡✉r✱ s♦✐t ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ q✉❛♥t✉♠ s✉r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛✉ ✶✴✶✵✵❡♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ✶✵✵ ♣ér✐♦❞❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣♦✉r ✉♥❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✱ s♦✐t ✺✵ ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ ▼▲■✳
✷✳✸ ❚②♣❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s r❡❥❡té❡s
❉❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛ été ❝♦♥s✐❞éré ✿ ✉♥❡ ♣❡r✲
t✉r❜❛t✐♦♥ q✉✐ ❛❣✐t s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ P♦✉r
✉♥ s②stè♠❡ ♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❇r✉♥♦✈s❦②✱ ❡❧❧❡ ❛❣✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ xn✱ à ❧✬✐♥st❛r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❖♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡✱ ✭♠❛t✲
❝❤❡❞ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ♦✉ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣❛r✈✐❡♥t à
❛♣♣❧✐q✉❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣♣♦sé❡ à ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ t♦✉t❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♥♦♠✐♥❛❧❡s ❡t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡tt❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❝❛rr❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ▲❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❧❛ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ♣❛s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♥tr❡❝❛rr❡r t♦t❛❧❡♠❡♥t ❡t ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ✉♥❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ s❡ r❛♠è♥❡ ♣❛s à ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❬❉r❛✻✾❪ ❧✬❛
♠♦♥tré ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣♦✉r s✉♣♣r✐♠❡r ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡st ❞✬❛♠❡♥❡r ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ à ✉♥ ♣♦✐♥t ♦ù ✐❧ ✈❛ ❝♦♥✈❡r❣❡r q✉❛♥❞ ♠ê♠❡
✈❡rs ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥tr❡❝❛rr❛♥t ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✽✳ ▲❛ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡
❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❢♦rç❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ à r❡st❡r s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡❧❧❡ ♠ê♠❡✳ ◗✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡
❣❧✐ss❡♠❡♥t ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ t❡❧❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❬❈❋✵✻❪✳
❉❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ré❡❧✱ ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ré♣❛rt✐❡s ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ s②stè♠❡✱
❞♦♥❝ ♥♦♥ ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡s✳ ❙✐ ❧✬ét❛t ré❡❧ ❡st ♠❡s✉ré ✭♣❛s ♦❜s❡r✈é✮✱ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♥♦♥ ❝♦✲
✐♥❝✐❞❡♥t❡s✱ ❞♦♥❝ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s à r❡❥❡t❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t✱ s♦♥t ❡♥ t❤é♦r✐❡ ✐♥é✈✐t❛❜❧❡s✾✳
■❧ ❡①✐st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ♠♦②❡♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♥♦♥ ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡s
❡♥ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡s✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s✳ ❈♦♥s✐✲
❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❇r✉♥♦✈s❦② ❞♦♥t ❧✬ét❛t ❡st ❡st✐♠é ♣❛r ✉♥
♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭♦✉ ❞ér✐✈❛t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧❡✮ ❡t s♦✉♠✐s à ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦✉ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♥♦♥ ❝♦✲
✐♥❝✐❞❡♥t❡✱ s✉r ❧❛ i❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬ét❛t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♥❡ ✈❛ ♣❛s ♣♦✉✈♦✐r ❞✐st✐♥❣✉❡r
❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t✱ ❡t ✈❛ ❛ttr✐❜✉❡r ❧❛ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
✽▼❛✐s ✐❝✐✱ ❝✬❡st ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ q✉✐ ❝♦♠♣❡♥s❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ♣❛s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝
♣❛s ✐♠♣♦s❡r ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ s✉r t♦✉t ❧✬ét❛t✱ ❝❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ❡st ❞é❥à ✜①é❡ ♣❛r ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳
✾❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ s✐ ❝❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s♦♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ❞❡✈❛♥t ✉♥❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♦✉ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡✱
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♥❡ s✬❡♥ r❡ss❡♥t✐r♦♥t ♣❛s✳
✷✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts
❞❡ ❧✬ét❛t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❤②s✐q✉❡✳ ■❧ ✈❛ ❞♦♥❝ ♠♦❞✐✜❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬ét❛t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳
❙✐ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ n − i − 1 ❢♦✐s ✭♦✉ n − i − 2 ❢♦✐s✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
❞ér✐✈é❡ ❡st ▲✐♣s❝❤✐t③✮✱ ♦♥ ❡st r❛♠❡♥é ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ét❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ (n − i − 1)❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ▲❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❣r❛♥❞✱ ❞♦♥❝ ❡①✐❣❡r ❡♥ t❤é♦r✐❡ ✉♥❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ é❧❡✈é❡✳
❙✐ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ✭❣é♥ér❛❧✐sé❡✮ (n− i−1)❡
❝♦♥t✐❡♥❞r❛✐t ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ à ❝♦♥tr❡❝❛rr❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✜♥✐❡✳
❙✐ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❇r✉♥♦✈s❦② ❡st ♠❡s✉ré✱ ❡t ♥♦♥ ♦❜s❡r✈é✱
❧✬✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦s✲
s✐❜❧❡✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❡♥ ❝♦♥tr❡❝❛rr❛♥t ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳
❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ ❧✬✐♥térêt ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❇r✉♥♦✈s❦②✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭♦✉ ❞ér✐✈❛t❡✉r✮ ✿ t♦✉t❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♦✉ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡✱
❡t ❞♦♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st
s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✱ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❜♦r♥é❡✱ ❡t ❞♦♥❝ êtr❡
✭❡♥ t❤é♦r✐❡✮ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❡♥sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡✳
✷✳✹ ▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣
❯♥ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t ✐❞é❛❧ r❡q✉✐❡rt ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉✈❛♥t ❝♦♠♠✉t❡r à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡
✐♥✜♥✐❡✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ s❡✉❧❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡
✜♥✐❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝❛✉s❡ ✉♥ r❡t❛r❞ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠♣❧✐✜é s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ♣rés❡♥t❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s r❡t❛r❞s ♦✉ ❞❡s
❞②♥❛♠✐q✉❡s ♥é❣❧✐❣é❡s✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t ❧❡ s②stè♠❡ à q✉✐tt❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t s❛♥s q✉❡
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ré❛❣✐r✱ ♣✉✐s✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✐♥✈❡rsé✱ à r❡✈❡♥✐r
s✉r ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❡t ♣❛ss❡r ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳
❆✐♥s✐✱ ❞✉r❛♥t ❧❡ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t✱ ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡✉✈❡♥t
❡♥tr❛î♥❡r ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛♣♣❡❧é ❜r♦✉t❡♠❡♥t ♦✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
r❛✐s♦♥s à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s♦♥t ❬❨❱Ö✾✾❪ ✿
✕ ❧❡s r❡t❛r❞s ♣✉rs ❡♥ sér✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ✭r❡t❛r❞s ✐♥❤ér❡♥ts ❛✉
s②stè♠❡✱ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱✳ ✳ ✳ ✮✱
✕ ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♥♦♥ ♠♦❞é❧✐sé❡s ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs✱ q✉✐ r❡t❛r❞❡♥t ❧❡ ♠♦♠❡♥t
♦ù ❧❡ ré❣✉❧❛t❡✉r ♣r❡♥❞ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ✐♥✈❡rs❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱
✕ ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♥♦♥ ♠♦❞é❧✐sé❡s ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ❡t ❛✉tr❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s r❛♣✐❞❡s ❞✉
s②stè♠❡✱ q✉✐ r❡t❛r❞❡♥t ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢♦rt❡ ♣♦✉r
r❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳
❚♦✉s ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♦♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡✛❡t ❞❡ r❡t❛r❞❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❛♠❡♥❡r ❧❡ s②stè♠❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦♠❡♥t
♦ù ✐❧ ❧✬❛ q✉✐tté❡✳
❖♥ ♣❛r❧❡ ❛✉ss✐ ❞❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ✭❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✮✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✱ ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❡st ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ q✉❛♥❞
❧✬ét❛t ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛
✷✳✹ ▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ✷✺
❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❝❛r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝r♦✐t à t♦rt q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❛♠♣❧✐✜é ♣❛r ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♦✉ ❞ér✐✈❛t❡✉rs
r❛♣✐❞❡s✱ ❞♦♥❝ ✜❧tr❛♥t ♣❡✉ ❧❛ ♠❡s✉r❡✳
▲❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✐ ♣é♥❛❧✐s❛♥ts q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ♣❡✉t✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ êtr❡ à ♣r♦s❝r✐r❡✱ ✈✉
q✉❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❞é❣r❛❞❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ✈♦✐r❡ ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té à ❝❛✉s❡
❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ s✉r ❧❛ s♦rt✐❡✳ ▲❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r
✉♥❡ ✉s✉r❡ ♣ré♠❛t✉ré❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥♥❡✉rs ♦✉ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉ s②stè♠❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ tr♦♣
❢♦rt❡s s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡①❝✐t❛♥t ❧❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♥♦♥ ♠♦❞é❧✐sé❡s ♦✉
❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① r❡t❛r❞s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✱ ❝❡tt❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡✉t ♣r♦✈♦q✉❡r s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ✉♥ ❜r✉✐t ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡✶✵ ❡t ❞❡s
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♣ré❥✉❞✐❝✐❛❜❧❡s à ❧❡✉r str✉❝t✉r❡✳ ❙✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❛✉tr❡s q✉❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡s✱ ❧❡s
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣♦s❡r ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✭ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❝ré❛t✐♦♥s
❞✬♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ♥é❢❛st❡s✱ ♦✉ ❛✉tr❡s ♦♥❞❡s ❛♠♣❧✐✜é❡s ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡✱✳ ✳ ✳ ✮✳
✷✳✹✳✶ ❘❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ sign ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ♦✉ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❝❡
♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ✭❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✮ q✉✐
❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✏s✐❣♥✑ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ à ❣❛✐♥ é❧❡✈é ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ S ❬❇❩✽✻✱ ❯t❦✾✷❪✱ ❡t s❛t✉ré❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs
❞❡ ❝❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ▲❡ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦♥✜♥é ❞❛♥s S✱ ♠❛✐s ❞❛♥s
✉♥ ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞✐t ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣s❡✉❞♦✲❣❧✐ss❛♥t✳
❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ré❞✉✐s❡♥t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ δ ré❣❧é❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣
❡t ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐✱ ♣❧✉s δ ❡st ♣❡t✐t✱ ♣❧✉s
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡♥❞ ✈❡rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ sign✱ ❡t ❞♦♥❝ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✱ ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳
▲❡s ✷ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ✿
−1
0
1
δ−δ σ
u
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ sign(σ) ♣❛r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ♣❡♥t❡ 1/δ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r
❞✬✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r 2δ s✐t✉é❡ ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ét❛♥t ❝♦♥s❡r✈é❡
à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛♥❞❡✳ ❙♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ✿
s❛t(σ, δ) =
{
sign(σ) s✐ |σ| > δ
σ
δ
s✐ |σ| 6 δ ✭✷✳✶✹✮
❡t r❡♣rés❡♥té❡ ❛✈❡❝ δ = 1 s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❝✐ ❝♦♥tr❡✳
−1
0
1
δ−δ σ
u▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐❣♥ ✰ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ sign✳
s❛t(σ, δ) =
{
(a+ b) sign(σ) s✐ |σ| > δ
aσ
δ
+ b sign(σ) s✐ |σ| 6 δ ✭✷✳✶✺✮
✶✵P❤é♥♦♠è♥❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ♥♦♠ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳
✷✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts
❛✈❡❝ a > 0✱ b > 0 ❡t a+b ♥❡ ❞é♣❛ss❛♥t ♣❛s ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❊❧❧❡ ❡st
r❡♣rés❡♥té❡ ❛✈❡❝ δ = 1✱ a+b = 1 ❡t b = 0.3 s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❝✐ ❝♦♥tr❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r
t♦✉t❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ♣♦✉r ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à
b t♦✉t ❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ a + b✳ ❙✐
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à b✱ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❛❧♦rs ❡st ❞é❣r❛❞é❡ ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛♣♣r♦♣r✐é❡ s✐ ❧✬♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s✱ ♠❛✐s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t très ❢♦rt❡s✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♠♦✐♥s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❝❛r ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡s ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿
▲❛ ❧♦✐ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
υ(σ, δ) =


sign(σ) s✐ |σ| > δ
(δ/|σ|)(q−1) s✐ 0 < |σ| 6 δ
0 s✐ s = 0
✭✷✳✶✻✮
❛✈❡❝ q ∈ [0, 1[
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣s❡✉❞♦✲s✐❣♥❡
υ(σ, δ) =
σ
|σ|+ δ ✭✷✳✶✼✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r❝t❛♥❣❡♥t❡
υ(σ, δ) =
2
π
arctan(
σ
δ
) ✭✷✳✶✽✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❛♥❣❡♥t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡
υ(σ, δ) = t❛♥❤(
σ
δ
) ✭✷✳✶✾✮
−1
0
1
δ−δ σ
u
−1
0
1
δ−δ σ
u
−1
0
1
δ−δ σ
u
−1
0
1
δ−δ σ
u
✷✳✹✳✷ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r
■❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦❜✲
s❡r✈❛t❡✉rs✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❬❇❇❑❯✽✺❪ ❝♦♥s✐st❡ à ❣é♥ér❡r ✉♥ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❡ ❣é♥ér❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡
s②stè♠❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮✳ ❱✉ q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♥♦♥ ♠♦❞é❧✐✲
sé❡s✱ ✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ♣r❡sq✉❡ ✐❞é❛❧ ♣r❡♥❞ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✱
✉♥✐q✉❡♠❡♥t tr♦✉❜❧é ♣❛r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✜♥✐❡ ✭♦✉ ♣❛r ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♥♦♥
♠♦❞é❧✐sé❡s ♦✉ ❞❡s r❡t❛r❞s ✐♥t❡r♥❡s ❛✉ s②stè♠❡ s✬✐❧s ♥✬♦♥t ♣❛s été ♠♦❞é❧✐sés✮✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❢❛✐t ❞♦♥❝ t❡♥❞r❡ ❧✬ét❛t ❡st✐♠é ✈❡rs ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▼❛✐s ❧✬ét❛t ❡st✐♠é ♥❡
❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧✬ét❛t ré❡❧ q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡r q✉✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡t ♥❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♥♦♥ ♠♦❞é❧✐sé❡s q✉❡
❧❡♥t❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ✏❢❛✐t ❧✬❛✉tr✉❝❤❡✑✱ ♥❡ t❡♥❛♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡
❧✬ét❛t ré❡❧✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ss❡③ ré♣❛♥❞✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ét❡♥❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭❛✉❣♠❡♥t❡r s♦♥ ♦r❞r❡
✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✼
de l’observateur
x˙(t) = . . .
x(t)
xˆ(t)
xd(t) u(t) W (t)
boucle ferme´e
Commande Actionneur
sˆ(t)
Syste`me
boucle ferme´e
du syste`me
ˆ˙x(t) = . . .
❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r
❡t s♦♥ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢✮ ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ✐♥té❣r❛t❡✉r ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ré❡❧❧❡ u✳ u ❞❡✈✐❡♥t
❛❧♦rs ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ét❛♥t ❛❧♦rs u˙✳
❈♦♠♠❛♥❞é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u˙ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✱ u ❡st ✉♥ s✐❣♥❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❞♦♥❝ ▲✐♣✲
s❝❤✐t③✱ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡
♠♦✐♥s ❡①❝✐t❡r ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s r❛♣✐❞❡s ♥é❣❧✐❣é❡s✱ ❡t ❞✬êtr❡ ♠♦✐♥s s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① r❡t❛r❞s✳ ❈❡tt❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✱ ♠❛✐s ✿
✕ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t
❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ▲✐♣s❝❤✐t③✳
✕ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬❡st✐♠❡r ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡✱ ❝❡ q✉✐
♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r très ❞✐✣❝✐❧❡ ✈♦✐r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré
r❡❧❛t✐❢ s✉♣ér✐❡✉r à 1 ♦✉ 2✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ✭➓✷✳✷✳✷✮
❡st ✉♥❡ ✐❞é❡ ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❝❡❧❧❡ ❝✐✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st q✉✬✐❝✐✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞♦✐t
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♥✬❡♥❣❡♥❞r❛♥t ♣❛s ✉♥ r❡t❛r❞ s✉✣s❛♥t ♣♦✉r
❞é❣r❛❞❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♦✉ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡✳
✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t été ♣rés❡♥té❡s ❧❡s ✐❞é❡s ❝❧é ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✳
❯♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ✿
✕ ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞♦✐t é✈♦❧✉❡r ❡t
✕ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❢♦rç❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳
❆♣rès ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❜♦✉❝❧é ❥♦✉✐t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❙❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✿ ✐❧ ❡st ❡♥
t❤é♦r✐❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♠♣♦s❡r ❛✉ s②stè♠❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t
ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳
✕ ■❧ ❡st ✐♥s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①tér✐❡✉r❡s ♦✉ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦✲
✐♥❝✐❞❡♥t❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❛✉ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳
✕ ▲✬♦r❞r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❜♦✉❝❧é ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ét❛♥t s✉♣♣r✐♠é❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧✬♦r❞r❡ ❡st ré❞✉✐t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥✲
tré❡s ❞✉ s②stè♠❡✳
✷✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts
❈❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❢❛❝✐❧✐t❡♥t ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
s❡ rés✉♠❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡✱ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ♠♦❞❡
❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♦✉❤❛✐té❡s✳
▼❛✐s ❝❡tt❡ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥s très ❢♦rt❡s✱ ❛ ✉♥ ♣r✐①✳ ▲❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✱ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❡t ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡✱ ♥♦♥ ❝♦♥t❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ♣❡✉t ❝❛✉s❡r ❧✬✉s✉r❡ ♣ré♠❛t✉ré❡ ❞✉ s②s✲
tè♠❡ ♦✉ ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣r♦❤✐❜❛♥t ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts
st❛♥❞❛r❞s✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❝❛✉sé ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❢♦rç❛♥t ❧❡ s②stè♠❡
à ❞❡♠❡✉r❡r s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ sign✳ P♦✉r ❧✬❛tté♥✉❡r✱
♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st❡♥t ✿
✕ ❘❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ sign ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s✳
✕ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉❝✉♥❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥ ♠♦❞é❧✐sé❡✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ré❡❧✳
✕ ❆✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ s♦✐t ▲✐♣s❝❤✐t③✳
❈❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ✉t✐❧✐sé❡s s❡✉❧❡s ♦✉ ❝♦♠❜✐♥é❡s✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❞r❛st✐q✉❡♠❡♥t
❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✱ ♠❛✐s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s❛♥s ❞é❢❛✉ts✳ ▲❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ré❞✉✐t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬é✈♦❧✉❛♥t
♣❧✉s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♠❛✐s ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❝✐✳ ▲✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣♦✉r
ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ss✐ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✱ ❝❛r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
♥♦♥ ♠♦❞é❧✐sé❡s ♣❛r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡♠❛♥❞❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡q✉❡❧
❧✬ét❛t ré❡❧ ❞✐✈❡r❣❡ s❛♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ré❛❣✐r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ❛✉❣♠❡♥t❡r
❧✬♦r❞r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡✉t ♣♦s❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s
❞②♥❛♠✐q✉❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳
❖♥ ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛✲
♥✐èr❡s ✿
✕ ❯t✐❧✐s❡r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s
à ♦❜t❡♥✐r ♣❛r ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s
♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦✉ ❞❡s
❝♦♠♠❛♥❞❡s à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ r♦❜✉st❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✼ ❡t ✽✳
✕ ▼♦❞✐✜❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❢♦rç❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ s❛♥s ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ tr♦♣ ♣é♥❛❧✐s❛♥t❡✳ ❈✬❡st ❧✬✐❞é❡ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ ✭❝❢ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✱ ♦✉ ❞❡s ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts à ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣rés❡♥tés ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
▼♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
❡t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❈❡ ✈♦❝❛❜❧❡ ❝♦✉✈r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
t②♣❡s ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛②❛♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞✐✈❡rs❡s✱ ♠❛✐s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t t♦✉t❡s ❧❡ ♠ê♠❡
❝r✐tèr❡ ✿ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t à ✵ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ t♦✉t
❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❡♥ ♣❧✉s✱ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡
❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳
❈❡rt❛✐♥❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉❡s
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ✿ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t
♥✬❡st ♣❧✉s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♠❛✐s s❛t✐s❢❛✐t ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❉✬❛✉tr❡s ♦♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ r❛❞✐❝❛✲
❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é❡
❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✳
❈❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✈❡rs ✉♥
♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ s✉♣ér✐❡✉r à ✶✱ ❡t ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♦✉ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳
❆♣rès ✉♥❡ ❝♦✉rt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✐t✉❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡
s✉♣ér✐❡✉r s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ✿
✕ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té✱ ♦✉t✐❧ ♣✉✐ss❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ ❡t ♣♦✉r ❧❛
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡s ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ✷❡ ♣❛rt✐❡✳
✕ ❧❛ ✸❡ ♣❛rt✐❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t à ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳
▲❛ ✹❡ ♣❛rt✐❡ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❡t ❞✐st✐♥❣✉❡
♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ✐❞é❛❧ ❡t ré❡❧✳ ▲❛ ✺❡ ♣❛rt✐❡
r❡❣r♦✉♣❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✷✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ✻❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s
❡①❡♠♣❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ❡♥ ✐❧❧✉str❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❛
❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❞✬♦r❞r❡ ✷✱ ❧❡ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣✳
✸✵ ▼♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮ q✉❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t
x˙1 = x2
x˙2 = x3
✳✳✳
x˙n ∈ ψ(x, t) + [−C(x, t), C(x, t)] + [Γm(x, t),ΓM(x, t)]u
y = x1
▼❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❝✐✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t σ(x, t) ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢
r ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t é❣❛❧ à 1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳
❙✐ r ❡st s✉♣ér✐❡✉r à 1✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ t②♣❡ u = −K sign(σ(x, t)) ♥✬❡st ♣❧✉s ❛❝✲
❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬❛♣rès ❬❆♥♦✺✾✱ ❚s②✽✹❪ r❡♣r✐s ❞❛♥s ❬▲❋✵✷❪ q✉✐ ♦♥t ❢❛✐t ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡
st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ s✐ r = 2✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❜♦✉❝❧é
♥✬❡st st❛❜❧❡ q✉❡ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❡st st❛❜❧❡ ♦✉ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡
✐♥té❣r❛t❡✉r ♣✉r✶✳ ❙✐ r > 2✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✐♥st❛❜❧❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡
s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❡st st❛❜❧❡✳
■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐ss❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉
s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✳
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s n − 1 ♣r❡♠✐èr❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❡r s✉✐✈❛♥t
❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥
σ¯ = σ(n−1) + · · ·+ c2σ(2) + c1σ(1) + c0σ
❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u = −K sign(σ¯(x, t)) = −K sign(σ(n−1)+ · · ·+c2σ(2)+c1σ(1)+
c0σ)✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✱
❞✬♦r❞r❡ 1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ σ¯✳ ❊❧❧❡ ❡st st❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s
❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❞❡ σ à 0✳ ❖♥ ❛ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ à σ¯ ❡♥
t❡♠♣s ✜♥✐✳ ❯♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❛♣♣❛r❛ît s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ S¯ ✭σ¯ = 0✮✱ ♠❛✐s ♣❛s s✉r S✳
❊①✐st❡✲t✲✐❧ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ♣♦✉r
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à 1 ❄ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st
♦✉✐ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té✱
❛✈❡❝ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭♣♦✐❞s✮ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡✉r ✐♥térêt ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ♥✬❛♣♣❛r❛ît ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❛❞❛♣tés ❛✉① s✐❣♥❛✉① ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐
❧❡s ❞❡✉① ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❝❡s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ❛✈❛♥t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞❛♥s ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳
✸✳✷ ❍♦♠♦❣é♥é✐té
❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ❢❛❝✐❧✐t❛♥t ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣é✲
r✐❡✉r ❡st ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❛ q✉❛s✐ t♦t❛❧✐té ❞❡s
❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❡t ❡❧❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ♣✐❡rr❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡s
♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡s✳
✶❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❜♦✉❝❧é ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡✱ ❞♦♥❝ ♣❛s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡
✸✳✷ ❍♦♠♦❣é♥é✐té ✸✶
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❬▲❡✈✵✺❪ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : ❘n → ❘✱ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs f : ❘n → ❘n ♦✉
✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠✉❧t✐✈❛❧✉é f ∈ ❘n s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré q ♣❛r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ dκ(x1, . . . , xn)→
(κm1x1, . . . , κ
mnxn)✱ ❛✈❡❝ mi > 0 ❡t κ > 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱
✕ f(dκx) = κqf(x)
✕ f(dκx) = κqdκf(x)
✕ f(dκx) = κqdκf(x)
▲✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ✭♠✉❧t✐✈❛❧✉é ♦✉ ♥♦♥✮✷ s❡ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ x˙ = f(x) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡
❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ x˙ ∈ f(x)✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ (t,x)→ (κ−qt, dκx)✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳ ❚♦✉t ❞❡❣ré ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té q ♥♦♥ ♥✉❧ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à sign(q) ✭s♦✐t 1 s♦✐t
−1✮ ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t t♦✉s ❧❡s ♣♦✐❞s ♣❛r |q|✳
❆✈❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬é❝❧❛✐r❡r ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t✳
✸✳✷✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❛②❛♥t ✉♥ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡✳
❯♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré 0 ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐❞s mi = 1✳
❊♥ ❡✛❡t✱ A(κx) = κ(Ax) = κ0κ(Ax)✱ ❛✈❡❝ κ ∈ ❘✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t
✐♥✈❛r✐❛♥t ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
❯♥❡ ❝❤❛✐♥❡ ❞✬✐♥té❣r❛t❡✉rs ♣✉rs✱ ❝✳à✳❞ ✉♥ s②stè♠❡ ▲❚■
x˙ = Ax ❛✈❡❝ A =


0 1 0 0
0 0 1 0
✳ ✳ ✳
0 0 0 1
0 0 0 0


❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré −1 ❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐❞s mi = n+ 1− i✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
A(dκx) =


κn−1x2
κn−2x3
✳✳✳
κxn
0

 =


κ−1κnx2
κ−1κn−1x3
✳✳✳
κ−1κ2xn
0

 = κ
−1dκ(Ax)
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs u(x) r❡s♣❡❝t❛♥t ❝❡tt❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✱
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ r❡st❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u(x)
♥✬❛❣✐ss❛♥t q✉❡ s✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❡t ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
✭✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
A(dκx) + u(dκx) =


κn−1x2
κn−2x3
✳✳✳
κxn
u(dκx)

 =


κ−1κnx2
κ−1κn−1x3
✳✳✳
κ−1κ2xn
κ−1κu(x)

 =
dκdx
κdt
❝❛r
dx
dt
= Ax+ u(x)
✷❆tt❡♥t✐♦♥✱ ❝❡❝✐ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳
✸✷ ▼♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
■❧ ② ❛ ❜✐❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
(t,x)→ (κt, dκx)
❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❝❛r à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡
s✉♣ér✐❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ u(x) ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ sign(f(x)) ❛✈❡❝ f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❤♦♠♦❣è♥❡ ❛②❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡ ♣♦✐❞s mi = n+ 1− i✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❜♦✉❝❧é ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t
♣♦ssè❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés é♥♦♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡ ❥❡✉
❞❡ ♣♦✐❞s s❡r❛ ❛♣♣❡❧é ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ♥✳
✸✳✷✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡s s②stè♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s
▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ♣❡r♠❡t ❞❡ ✿
✕ ❧✐❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t ❧❡ t❡♠♣s✸ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ (t,x) → (κ−qt, dκx)✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧✬ét❛t ♦✉ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✱
✕ r❡♥❞r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❤♦♠♦❣è♥❡ ❧♦❝❛❧❡ ♦✉ ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❞✐✲
❧❛t❛t✐♦♥ dκ✳
❈❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ♣❡r♠❡tt❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t
❚❤❡♦rè♠❡ ✸✳✶✳ ❬▲❡✈✵✺❪ P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré ♥é❣❛t✐❢✱ ❝❡s ✸ ♣r♦♣r✐étés
s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿
❙t❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ⇔ ❙t❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ⇔ ❈♦♥tr❛❝t✐✈✐té✳
x1
x2
D1D2
❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡s D1 ❡t D2 ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐✈✐té
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡✱ ✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❤♦✲
♠♦❣è♥❡ ❡st ❝♦♥tr❛❝t✐✈❡ s✐✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♠✲
♣r✐s ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✏❤♦♠♦❣è♥❡✑ D1✱ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡
❛tt❡✐♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ D2 str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s D1 ❡♥ ✉♥
t❡♠♣s ✜♥✐✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❬▲❡✈✵✺❪ ❯♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❤♦✲
♠♦❣è♥❡ ❡st ❞✐t❡ ❝♦♥tr❛❝t✐✈❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✷
❝♦♠♣❛❝ts D1 ❡t D2 ❡t ✉♥ t❡♠♣s T > 0 t❡❧s q✉❡
✕ dκD1 ∈ D1 ♣♦✉r κ < 1✱
✕ D2 ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ D1 ❡t ❝♦♥t✐❡♥♥❡
❧✬♦r✐❣✐♥❡✱
✕ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣❛rt❛♥t ❞❡ D1 s♦♥t ❝♦♠♣r✐s❡s
❞❛♥s D2 ❛✉ t❡♠♣s T ✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❡st ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝✲
t✐✈✐té✳
❚❤❡♦rè♠❡ ✸✳✷✳ ❬▲❡✈✵✺❪ ❙✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ♥é❣❛t✐❢ ❡st ♣❡rt✉r❜é ♣❛r ✉♥❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ✭♦✉ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❛②❛♥t ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❤♦♠♦❣è♥❡✮ ǫ = [ǫm1 . . . ǫmn ]T✱
✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡r❛ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✈❡rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ♠ê♠❡s ♣♦✐❞s ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t
❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✿ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ [x1, . . . , xn]T t❡❧ q✉❡ |xi| 6 γiǫmi✱ ❛✈❡❝ γi ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳ ❬❇❘✵✶❪ ▲❡ ❞❡❣ré ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞♦✐t êtr❡ ♥é❣❛t✐❢ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✱ ✉♥ ❞❡❣ré ❞✬❤♦♠♦❣é✲
♥é✐té ♥✉❧ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡t ✉♥ ❞❡❣ré ♣♦s✐t✐❢✱ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
é❣❛❧❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳
✸♦♥ ♣❛r❧❡ ✐❝✐ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s q✉❡st✐♦♥ ❞❡ r❡❧❛t✐✈✐té r❡str❡✐♥t❡ ✦
✸✳✸ ❉ér✐✈❛t❡✉r ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✸✸
✸✳✸ ❉ér✐✈❛t❡✉r ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡
▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r r❡t♦✉r ❞❡ s♦rt✐❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❜❛sé❡ s✉r ❧✬ét❛t ❞é♣❡♥❞❡♥t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ➓✷✳✸ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❇r✉♥♦✈s❦② ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s✱
❡t ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣✉✐ss❛♥t ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬✐♥té❣r❛t❡✉rs
❛❞❞✐t✐♦♥♥é❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❖r✱ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥té❣r❛t❡✉rs ♣✉rs
♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉✬✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r✳ ❈❡s ❞❡✉① ❢❛✐ts ❡①♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡
❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs ❡st ✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❛❞❞✐t✐♦♥♥é ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛t✱ ψ(x, t) ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮✳
▼❛✐s ❞ér✐✈❡r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ✭♦✉ ♠✐❡✉①✱ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡s✐✈❡s✮ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t
♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ♣ré✈♦✐r s♦♥ ❢✉t✉r ✐♠♠é❞✐❛t✱ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞✉ ❢✉t✉r ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡✣❝❛❝❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r♦❜✉st❡ ❝❛r ♣r❡♥❛♥t
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ré❛❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡♥t❛❝❤é ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡
❡♥❝♦r❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❇r✉♥♦✈s❦② ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✜♥✐❡✱
dy
dt
≃ y(t+ δt)− y(t)
δt
❡st r❛r❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❛r ✐❧ ❛♠♣❧✐✜❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❡s ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ■❧ ❢❛✉✲
❞r❛✐t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ré❞✉✐s❡ ❧❡s ❜r✉✐ts ❞❡ ♠❡s✉r❡✱ ♠❛✐s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♠❛❧ ♣♦sé✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r f˙(t) ❡♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❧❛ s♦rt✐❡ ❜r✉✐té❡ y(t) = f(t) + b(t)✳ ❈❡❧❛ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s❛♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❜r✉✐t ♦✉ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡✳
P♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ s♦rt✐❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦❥❡t❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♠❡s✉ré s✉r
✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ s♦rt✐❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡s ✭♦✉ ✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✮✱ ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠♦✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✉tr❡s s✐❣♥❛✉①✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉♣♣r✐♠❡
❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❜r✉✐t✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❧❡ s✉♣♣r✐♠❡r t♦t❛❧❡♠❡♥t✱ ❡t ♣❡✉t ❛✉ss✐
❛❧tér❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ f˙(t)✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❞✉ s✐❣♥❛❧ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭✜❧tr❛❣❡✮✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✉s❡r ❞✬✉♥ ✜❧tr❡ ♣❛ss❡ ❜❛s✱ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈r❛✐❡ s♦rt✐❡ ❡st
❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❝❛r ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ré❡❧ à ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉
❝❛♣t❡✉r✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♠❡s✉ré
s✉r ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ é❧✐♠✐♥❛♥t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❤❛✉t❡s
❢réq✉❡♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞✉ ❜r✉✐t✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ r❡t❛r❞ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❡✱ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞
q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❡ ❡st ❡✣❝❛❝❡✹✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❝♦r❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ❞✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❛
❝❛✉s❛❧✐té ✿ ❧❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♣ré✈♦✐r ❧❡ ❢✉t✉r tr♦♣ ❧♦✐♥t❛✐♥✱ ❞♦♥❝ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st ❝♦♠♣❡♥sé❡ ♣❛r ❧❡ r❡t❛r❞ ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞ér✐✈é❡✳
❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❜❛s❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③
L ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ré❡❧❧❡✺✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞♦♥t |f˙(t +
δt)− f˙(t)| 6 L δt✳ ❚♦✉t s✐❣♥❛❧ ❞♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ✭❛✉ s❡♥s ❣é♥ér❛❧✐sé✮ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡
✹▲❡ r❡t❛r❞ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞✉ ✜❧tr❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ✜❧tr❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt s♦♥ ♦r❞r❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ s❡❧❡❝t✐✈✐té ❞✉ ✜❧tr❡✱ ♣♦✉r ♥❡
✈r❛✐♠❡♥t ✜❧tr❡r q✉❡ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ✐♥❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡✳
✺❈❡❝✐ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡
s❡❝♦♥❞❡ ✭❛✉ s❡♥s ❣é♥ér❛❧✐sé✮ ♣❡✉t très ❜✐❡♥ êtr❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞✐✛ér❡♥t❡
❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ à ❞r♦✐t❡ ❡♥ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts✳
✸✹ ▼♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
à L ❡st ❡♥t❛❝❤é ❞❡ ❜r✉✐t ❡t ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦❥❡té ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t❛✉① ❞❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜♦r♥é ♣❛r L✳
❈❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡st t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té à ❞❡s
❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s♦♥t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❛✉ s❡♥s ❣é♥ér❛❧✐sé ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
xn ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮ ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ à ♣❡✉ ♣rès ❝♦♥st❛♥t❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ Γ(x, t)u ❀ s❡✉❧
s♦♥ s✐❣♥❡ ✈❛r✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ▼♦②❡♥♥❛♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡
❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ à ❞ér✐✈❡r ❡st ❞♦♥❝ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐❡
s♦rt✐❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✳
✸✳✸✳✶ Pré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡
❯♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ r❡❞é♠♦♥tré ♣❛r ❬▲❡✈✾✽❪ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s
❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❜r✉✐t ❞✬❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ǫ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❡ ❧❛ (n− 1)e ❞ér✐✈é❡✻✳
❚❤❡♦rè♠❡ ✸✳✸✳ ❬▲❡✈✵✺❪ ❙♦✐t ✉♥ s✐❣♥❛❧ f(t) à ❞ér✐✈❡r i ❢♦✐s ✭i < n✮ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡
❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❡ ❧❛ (n−1)e ❞ér✐✈é❡ ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r L✳ ❙✐ ❝❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❝♦rr♦♠♣✉ ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t
❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ǫ✱
✕ ❆✉❝✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❡①❛❝t ❞✬♦r❞r❡ i < n ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡
L
i
n ǫ
n−i
n ✳
✕ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ O
(
L
i
n ǫ
n−i
n
)
✱ ♣♦✉r ❧❛ ie ❞ér✐✈é❡ ✭i <
n✮✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s γi > 1 t❡❧❧❡s q✉❡ |fˆ (i) − f (i)| 6 γiL in ǫn−in ✱
♦ù fˆ (i) ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✐❡ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ f(t)✳
❱✉ q✉❡ ǫ ❡st ♣❡t✐t ❡t q✉❡ L ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
s❡ ❞é❣r❛❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ ✸✱ ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❡ L = 10 ❡t ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ǫ = 0.01 ❝♦♥❞✉✐s❡♥t
à
✕ P♦✉r f˙ ✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡st ❞❡ 3
√
10 · 0.01 23 = 2.15 · 0.04 = 0.1
✕ P♦✉r f¨ ✱ ❧✬❡rr❡✉r ❡st ❞❡ 10
2
3 · 3√0.01 = 4.61 · 0.215 = 1
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✸✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ♠♦❞❡
❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ n ♣❛r r❛♣♣♦rt à n
√
ǫ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [α0( n
√
ǫ)n . . . αn−1( n
√
ǫ)1]T✱
❛✈❡❝ αi = γiL
i
n ✳
✸✳✸✳✷ ❉ér✐✈❛t❡✉r ❞❡ ▲❡✈❛♥t
❯♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❛②❛♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬❛♣rès ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé
♣❛r ▲❡✈❛♥t ❬▲❡✈✵✸❪✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✬♦r❞r❡ 1 à n − 1 ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡
❧❛ ❞ér✐✈é❡ (n− 1)❡ ❛ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ L ❝♦♥♥✉❡✳
❆✈❡❝ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λi ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐s✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s t❡❧s q✉❡ 1 < λ1 < . . . < λn✱ ❝❡
✻▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s s✐❣♥❛✉① n−1 ❢♦✐s ❞ér✐✈❛❜❧❡s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ n ❢♦✐s s✬❡①♣❧✐q✉❡
♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ t❡❧ ❞ér✐✈❛t❡✉r ♣❡✉t s❡r✈✐r ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬♦r❞r❡ n s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
❞❡ ❇r✉♥♦✈s❦②✱ ❡t q✉✬✐❧ ❛ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ n✳
✸✳✸ ❉ér✐✈❛t❡✉r ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✸✺
❞ér✐✈❛t❡✉r ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ré❝✉rs✐✈❡
z˙1 = z2 − λ1 L 1n |z1 − f(t)|n−1n sign (z1 − f(t))
z˙2 = z3 − λ2 L
1
n−1 |z2 − z˙1|
n−2
n−1 sign (z2 − z˙1)
. . .
z˙i = zi+1 − λi L
1
n+1−i |zi − z˙i−1|
n−i
n+1−i sign (zi − z˙i−1)
. . .
z˙n−1 = zn − λn−1 L 12 |zi − z˙i−1| 12 sign (zn−1 − z˙n−2)
z˙n = −λn L sign (zn − z˙n−1)
✭✸✳✶✮
❉✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r λi ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♣❧✉s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λi s♦♥t
é❧❡✈é❡s✱ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st r❛♣✐❞❡✱ ♠❛✐s ♣❧✉s ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❞♦♥❝ ♣❧✉s
❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st ❞é❣r❛❞é❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉s s♦♥t
λn λn−1 λn−2 λn−3 λn−4
❬▲❡✈✵✸❪ 1.1 1.5 3 5 8
❬❋▲❉✵✼❪ 1.1 1.5 2 3 5
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❞✬♦r❞r❡ 3 ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ [❋▲❉✵✼] s❡r❛
z˙1 = z2 − 2L 13 |z1 − f(t)| 23 sign (z1 − f(t))
z˙2 = z3 − 1.5L 12 |z2 − z˙1| 12 sign (z2 − z˙1)
z˙3 = −1.1L sign (z2 − z˙1)
❚❤❡♦rè♠❡ ✸✳✹✳ ❬▲❡✈✵✸❪ ▲❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r ✭✸✳✶✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ ❡t ❡st ❡①❛❝t ❡♥ ❧✬❛❜✲
s❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♦✉ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡s✉r❡
✐♥❢ér✐❡✉rs à ǫ ♦✉ ❞❡ r❡t❛r❞s ✐♥❢ér✐❡✉rs à n
√
ǫ✱ s❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ✿
O
(
L
i
n ǫ
n−i
n
)
✳
▲❛ ❢♦r♠❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❝❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r s❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r
ré❣❧❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λi✳ ■❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ réé❝r✐t s♦✉s ❢♦r♠❡ ♥♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ z1 − f(t) ❬▲❡✈✵✸❪✳ ▲❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥✬❡st ♣❛s ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬▲❡✈✵✸❪✳ ■❧ ❡st
❞♦♥♥é ✐❝✐✱ ❝❛r ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳
❚❤❡♦rè♠❡ ✸✳✺✳ ▲❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r s♦✉s ❢♦r♠❡ ré❝✉rs✐✈❡ ✭✸✳✶✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦♥
ré❝✉rs✐✈❡ ✿
∀i ∈ [1, n− 1], z˙i = zi+1 − κi L in |z1 − f(t)|n−in sign (z1 − f(t))
♣♦✉r i = n, z˙n = −κn L sign (z1 − f(t))
✭✸✳✷✮
❛✈❡❝
κi = λi λ
n−i
n−(i−1)
i−1 λ
n−i
n−(i−2)
i−2 . . . λ
n−i
n−2
2 λ
n−i
n−1
1 ✭✸✳✸✮
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✹✳ P♦✉r i = 1✱ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞♦♥♥❡
z˙1 = z1 − λ1 L 1n |z1 − f(t)|n−1n sign (z1 − f(t))
❡t ♣♦✉r i = n✱
z˙n = −λn L sign (zn − z˙n−1)
✸✻ ▼♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦✉✈é ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r
z˙1 ❡st ✈r❛✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ é✈✐❞❡♥t❡ ✿ κ1 = λ1✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧✬❊q✳ ✭✸✳✷✮ s♦✐t
✈r❛✐❡ ♣♦✉r i− 1 < n✳ ❘éé❝r✐✈♦♥s ❧❛ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
zi − z˙i−1 = κi−1 L i−1n |z1 − f(t)|n+1−in sign (z1 − f(t))
❡t r❡♠♣❧❛ç♦♥s zi − z˙i−1 ♣❛r ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❧✬❊q✳ ✭✸✳✶✮ ✿
z˙i = zi+1 − λi L
1
n+1−i
(
κi−1 L
i−1
n |z1 − f(t)|n+1−in
) n−i
n+1−i
sign (z1 − f(t))
= zi+1 − λi κ
n−i
n+1−i
i−1 L
1
n+1−iL
(i−1)(n−i)
n(n+1−i) |z1 − f(t)|n−in sign (z1 − f(t))
= zi+1 − κiL i+1n |z1 − f(t)|n−1−in sign (z1 − f(t))
❛✈❡❝
κi = λi
(
λi−1 λ
n+1−i
n−(i−2)
i−2 . . . λ
n+1−i
n−2
2 λ
n+1−i
n−1
1
) n−i
n+1−i
= λi λ
n−i
n−(i−1)
i−1 λ
n−i
n−(i−2)
i−2 . . . λ
n−i
n−2
2 λ
n−i
n−1
1
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞❡ ▲ ❡st
1
n+ 1− i +
(i− 1)(n− i)
n(n+ 1− i) =
1
n+ 1− i
(
n+ in− n− i2 + i
n
)
=
1
n+ 1− i
i(n+ 1− i)
n
=
i
n
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❧❡s t❛❜❧❡s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts κi ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❥❡✉① ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λi ✿✼
❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❬▲❡✈✵✸❪ ✿
♥ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺
κ00 1.5 3 5 8 12
κ01 1.1 1.5
√
3 = 2.6 3 · 5 23 = 8.8 5 · 8 34 = 23.8 8 · 12 45 = 58.4
κ02 1.1 1.5
√
3 3
√
5 = 4.4 3 · 5 23 · 8 24 = 24.8 5 · 8 34 · 12 35 = 105.6
κ03 1.1 1.5
√
3 3
√
5 4
√
8 = 7.5 3 · 5 23 · 8 24 · 12 25 = 67.0
κ04 1.1 1.5
√
3 3
√
5 4
√
8 5
√
12 = 12.3
κ05 1.1
❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❬❋▲❉✵✼❪ ✿
♥ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺
κ00 1.5 2 3 5 8
κ01 1.1 1.5
√
2 = 2.1 2 · 3 23 = 4.2 3 · 5 34 = 10.0 5 · 8 45 = 26.4
κ02 1.1 1.5
√
2 3
√
3 = 3.1 2 · 3 23 · 5 24 = 9.3 3 · 5 34 · 8 35 = 34.9
κ03 1.1 1.5
√
2 3
√
3 4
√
5 = 4.6 2 · 3 23 · 5 24 · 8 25 = 21.4
κ04 1.1 1.5
√
2 3
√
3 4
√
5 5
√
8 = 6.9
κ05 1.1
✼❉✬❛♣rès ❧❛ ❘❡♠✳ ✸✳✹✱ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λi ✉t✐❧✐sé ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✶r❡ ❧✐❣♥❡✱ s❛✉❢ ♣♦✉r λn✱ q✉✐ ✈❛✉t
t♦✉❥♦✉rs 1.1
✸✳✹ ❖r❞r❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡t ♣ré❝✐s✐♦♥ ✸✼
✸✳✹ ❖r❞r❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡t ♣ré❝✐s✐♦♥
❆♣rès ❛✈♦✐r ét✉❞✐é ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡t ❛r♠é ❞✬✉♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦✉t✐❧ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❣❧✐s✲
s❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s✳
P♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ s✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡st
❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ❥✉sq✉✬à
❧✬♦r❞r❡ r − 1 s♦✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡s ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛ ❝♦♥✈❡r❣é ✈❡rs σ = 0✳ ❙✐ ❝❡
♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞é✈✐❡r❛✐t ❞❡ 0 ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st
❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té Cr−1✱ ❝❡ q✉✐ ✈♦✉❞r❛✐t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ q✉✐tt❡r❛✐t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡
❣❧✐ss❡♠❡♥t ✿ ❧❡ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t ♥❡ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛s ét❛❜❧✐✱ ♦✉ ♣❛s st❛❜❧❡✳
✸✳✹✳✶ ❖r❞r❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t
❯♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r à 1 ❞♦✐t ❞♦♥❝ s❛t✐s❢❛✐r❡ à ❞❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ♣❧✉s str✐❝t❡s
q✉✬✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳ ❋♦r♠❛❧✐s♦♥s ❧❡s ❝❤♦s❡s ♣♦✉r
❧❡s ét✉❞✐❡r ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❬▲❡✈✾✸❪ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ r > 1 ✭r ∈ ◆✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t σ(x, t) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
Sr = {x ∈ X | σ = σ˙ = σ¨ = · · · = σ(r−1) = 0} ✭✸✳✹✮
P❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧é s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ r✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❬▲❡✈✾✸❪ ❙♦✐t Sr ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ r ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉✬✐❧ ❞é✜♥✐ss❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥té❣r❛❧ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❋✐❧✐♣♣♦✈ ❬❋✐❧✽✽❪✱ ❝✳à✳❞ q✉✬✐❧ s♦✐t ❝♦♠♣♦sé ❞❡
s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✷✳✶✮✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✭✸✳✹✮ ❡st ❛♣♣❡❧é❡
♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ✭♦✉ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t✮ ❞✬♦r❞r❡ r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ σ✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺✳ ❬▲❡✈✾✸❪ ❙✐ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t
Sr ❛✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❡t ② r❡st❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ t❡♠♣s✽✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ é✈♦❧✉❡
s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ✐❞é❛❧ ❞✬♦r❞r❡ r✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✺✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t r ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜✐❧✐té ❞❡
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t σ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✿ σ ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡
❝♦♥t✐♥✉✐té Cr−1 ✭❛✉ ♠♦✐♥s✮✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s σ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✱ σ ♥✬❡st ♣❛s ❞ér✐✈❛❜❧❡ r ❢♦✐s✱ s❡✉❧❡♠❡♥t r − 1 ❢♦✐s✳ ▼❛✐s s✐ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s♦♥t ❜♦r♥é❡s✱ s❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ r− 1
❡st t♦✉t❡❢♦✐s ▲✐♣s❝❤✐t③✳
❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❢♦r♠❛❧✐s❡
❧❡s ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥s ♣r❡❝é❞❡♥t❡s ♥♦✉s ❛②❛♥t ❛♠❡♥é à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳
❚❤❡♦rè♠❡ ✸✳✻✳ ❬❯t❦✾✷❪ ❯♥ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❡①✐st❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ S s✐ ❡t s❡✉❧❡✲
♠❡♥t s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ✶ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳
❖♥ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ 1 ❡t ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
♥❡ s✬❡①❝❧✉❡♥t ♣❛s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❙✐ ❧❛ s♦rt✐❡ ré❡❧❧❡ y ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ n
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❞❡✉① ❡♥
✽❈❡❝✐ ♥✬❡st ❡♥ t♦✉t❡ r✐❣✉❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳
✸✽ ▼♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
♣♦s❛♥t ❧❛ s♦rt✐❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ σ ❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❍✉r✇✐t③ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡t ❞❡ s❡s
n − r − 1 ♣r❡♠✐èr❡s ❞ér✐✈é❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣♦✉r σ = 0✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡
1 s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✏❛✈❛❧✑ ❞✉ s②stè♠❡ ✭❧❛ s♦rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❡t s❡s n − r − 1 ♣r❡♠✐èr❡s ❞ér✐✈é❡s✮✳ ■❧
s✉✣t ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ σ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s r − 1 ❞ér✐✈é❡s ✭❧❛ ♣❛rt✐❡ ✏❛♠♦♥t✑ ❞✉
s②stè♠❡✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs 0 ♣❛r ✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ r ♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r t♦t❛❧❡♠❡♥t
❧❡ s②stè♠❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ✸✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r σ = x2+λx1✳ σ ét❛♥t
❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ✷ ♣❛r r❛♣♦rt à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s
❣❧✐s❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✷ ♣♦✉r ❧❡ st❛❜✐❧✐s❡r à 0✳
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦❜t❡♥✉❡✱ ♠ê♠❡ s✐ s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✬❡st q✉✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭♣❛s ❡♥ t❡♠♣s
✜♥✐✮✱ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❛②❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❛♥t
❡t ♣❡✉t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡
❣❧✐ss❛♥t s✐♠♣❧❡ ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r r❡t❡♥✉❡✳
✸✳✹✳✷ Pré❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ré❡❧s
❈♦♠♠❡ ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ré❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ t♦✉❥♦✉rs ❞✉ ❝❤❛tt❡✲
r✐♥❣✱ ❝❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡t s❡s ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞✬êtr❡ r✐❣♦✉r❡✉✲
s❡♠❡♥t é❣❛❧❡s à 0✳ ❯♥ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t ✐❞é❛❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉
s②stè♠❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❧✉s êtr❡ ❝♦♥✜♥é❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s à ✉♥ ✭♣r♦❝❤❡✮
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ■❧ s❡ ♠❡t ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ré❡❧✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬ét❛t
❞✉ s②stè♠❡ ♦s❝✐❧❧❡ à ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝ôté à ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡
❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡✱ ❡st ❞✐✣✲
❝✐❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t❡ ❡♥ s✬✐♥tér❡ss❛♥t à
❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r θ(ǫ) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ǫ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉
❝❤❛tt❡r✐♥❣✱ ♣♦✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻✳ ❙♦✐t θ(ǫ) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ θ(ǫ) → 0 q✉❛♥❞ ǫ → 0✳
❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ σ = 0 ❡st
❞✐t ❞✬♦r❞r❡ ré❡❧ r s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
C > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡ ❛♣rès ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐
|σ| 6 C|θ(ǫ)|r .
➚ ❝♦♥st❛♥t❡ C é❣❛❧❡✱ ♣❧✉s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t r ❡st ❣r❛♥❞✱ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✳
■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t à ♠❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① s✬✐♥tér❡ss❛♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r✱
♦✉ à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ C ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ǫ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t s♦✐t ✉♥ r❡t❛r❞ ✭♦✉
❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥é❣❧✐❣é❡✮ s♦✐t ✉♥❡ ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲✬♦r✐✲
❣✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ǫ ❛ ✉♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❝❛✉s❡s
♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ét✉❞✐é❡s sé♣❛ré♠❡♥t✳
■♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❛♥t ❞✬✉♥ r❡t❛r❞
❆♣♣❡❧♦♥s t1 ❧✬✐♥st❛♥t ♦ù ❧❡ s②stè♠❡ ❡st s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✭σ = 0✮✱ ❝✬❡st à
❞✐r❡ ❧✬✐♥st❛♥t ♦ù ✐❧ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❞❡♠✐ ❡s♣❛❝❡ ❡t ♦ù ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐❞é❛❧✱ ❞❡✈r❛✐t
❝♦♠♠✉t❡r✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❡①♣♦sé✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❞❡✈r❛✐t ❝♦♠♠✉t❡r ❞❡ um à uM ✱ ❧❛
❞é♠❛r❝❤❡ ét❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❆♣♣❡❧♦♥s t2 ❧✬✐♥st❛♥t ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡
❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ σ ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧✬✐♥st❛♥t ♦ù ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡✈✐❡♥t s✉❢✲
✜s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣r♦♣r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳
✸✳✹ ❖r❞r❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡t ♣ré❝✐s✐♦♥ ✸✾
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ∆t ❞✉ r❡t❛r❞ t2 − t1 ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ✐♥st❛♥ts q✉✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
✐❞é❛❧✱ ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ❝♦♥❢♦♥❞✉s✳ ❈❡ r❡t❛r❞ ✐♥❝❧✉t t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛✉s❡s ✐♥❞✐q✉é❡s ❛✉ ➓✷✳✹✳ ❯♥
♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❛ s♦rt✐❡ σ ❡t s✉r s❡s ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡
❧✬❡✛❡t ❞❡s r❡t❛r❞s✱ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤❡♦rè♠❡ ✸✳✼✳ ❬▲❡✈✾✸❪ ❙✐
✕ σ(r) ❡st ❜♦r♥é❡ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s [t1, t2]
✕ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t ❢❛✐s❛♥t t❡♥❞r❡ σ ✈❡rs 0 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐❞é❛❧✳
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ r ❝♦♥st❛♥t❡s C1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ Cr t❡❧❧❡s q✉❡ |σ| 6 C1∆tr✱ |σ˙| 6 C2∆tr−1✱ ✳ ✳ ✳ ✱
|σ(r−1)| 6 Cr∆t✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✽✳ ❬▲❡✈✾✸❪ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(t) ∈ Cr
❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r T ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t t0 ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ t❡❧ q✉❡
|f(t0)(r)| 6 C sup
t
|f |T−r
❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ s✉✣t q✉✬✉♥❡ s♦rt✐❡ ✭ré❡❧❧❡ ♦✉ ✈✐rt✉❡❧❧❡✮ s♦✐t ✿
✕ ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✱
✕ ✐❞é❛❧❡♠❡♥t ✭❡♥ ♥❡ t❡♥❛♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✮✱ ♥✉❧❧❡ ♦✉ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥é❣❧✐✲
❣❡❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣
♣♦✉r q✉✬❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✱ ❡❧❧❡ s♦✐t ❞❛♥s ✉♥ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ r✳ ❈❡❧❛ s❡
♣r♦❞✉✐t ✿
✕ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜①é ♣❛r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✐ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❞❡ ♠♦❞❡
❣❧✐ss❛♥t ✐❞é❛❧ ❞✬♦r❞r❡ r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬✐♥st❛♥t à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ♦♥ ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡
❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡st ✜①❡✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ré❣❧❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳
✕ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ré❞✉✐t ❡t ❞❡ ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞û❡
❛✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ s✐ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞❡ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à r✳
Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❝♦♥s✐✲
❞ér♦♥s ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❛ s♦rt✐❡ ré❡❧❧❡ ✭♣❛s ❧❛ s♦rt✐❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ σ✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ s②stè♠❡
❛rr✐✈❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✭σ = 0✮ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ré❞✉✐t✱ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳
❉♦♥❝ ♦♥ ♥✬❛tt❡✐♥t ❧❡ ré❣✐♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ q✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧✬❡rr❡✉r t❤é♦r✐q✉❡ ❡st
♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉❡ ❛✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳ ❆❝❝é❧ér❡r ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s
❞✉ s②stè♠❡ ré❞✉✐t ❛✈❛♥❝❡ ❝❡ ♠♦♠❡♥t t❛♥❞✐s q✉❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❧❡ r❡t❛r❞❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✻✳ ■❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ s♦✐t ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧ à r ✭s✐ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✮ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ré❡❧ ❞✬♦r❞r❡ r ✈✐s à ✈✐s ❞✬✉♥ r❡t❛r❞✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
s✐ ❧❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❛ ❝❛s❝❛❞❡ ❞✬✐♥té❣r❛t❡✉rs ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❥♦✉❡r
s♦♥ rô❧❡ ❞❡ ✜❧tr❡✱ ❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s❡ ré❞✉✐t✳
■♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❛♥t ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♦✉ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❆♣rès ❛✈♦✐r ✈✉ ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ r❡t❛r❞✱ ✐♥tér❡ss♦♥s ♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① ❡✛❡ts ❞✬✉♥❡ ✐♠♣ré✲
❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲✬ét❛t ♠❡s✉ré ♦✉ ♦❜s❡r✈é ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
x+ ǫ ♦ù x ❡st ❧❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ét❛t✱ ❡t ǫ✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♦✉ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳
❈❡tt❡ ❡rr❡✉r ✈❛ ❝♦♥❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❯♥❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❢♦rç❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t s✬é❝r✐t
u = −K sign(σ(x+ ǫ))
✹✵ ▼♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r σ(x) = 0✱ ǫ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡
❧❡ ré❣✉❧❛t❡✉r à ❡♥✈♦②❡r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛②❛♥t ❧❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ♣♦❧❛r✐té✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛ ❧❡
❝♦♥❞✉✐r❡ à s✬é❝❛rt❡r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ s✬❡♥ r❛♣♣r♦❝❤❡r✳ ❘❡♣rés❡♥t♦♥s
♣❛r ❧❡ ❝♦♠♣❛❝t E ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ǫ✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬ét❛t ❛ ❛tt❡✐♥t ❧❛
③♦♥❡ S + E ✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❣❛r❛♥t✐r q✉✬✐❧ s✬❛♣♣r♦❝❤❡r❛ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳
x2
x1
❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ❩♦♥❡s ❞✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡
♠❡s✉r❡✴❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ S + E ♣♦✉r ✉♥❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡
✭❜❧❡✉✮ ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐s✲
s❛♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ✭✈❡rt✮✱ ét❛♥t
❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E ✭❝❛❞r❡s r♦✉❣❡s✮✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬ét❛t ❡st ♦❜s❡r✈é ❣râ❝❡ à ✉♥
❞ér✐✈❛t❡✉r ✭t❡♥❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✮ ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱
ǫ = [O(ǫ) O(ǫ 12 ) . . . O(ǫ 1n−1 ) O(ǫ 1n )]T
♦ù ǫ ❡st ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✭❧❡ ❜r✉✐t ❞❡
♠❡s✉r❡ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r✮✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✱
σ(x) = λ1x1 + . . . + λn−1xn−1 + xn✳ ❯♥ ♠❛❥♦✲
r❛♥t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡st
❞♦♥❝ λ1O(ǫ) + λ2O(ǫ 12 ) + · · ·+ λn−1O(ǫ
1
n−1 ) +
O(ǫ 1n ) = O(ǫ 1n )✳ ❯♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ♥❡
♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛ss✉r❡r q✉✬✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ré❡❧
❞✬♦r❞r❡ ✶ q✉❛♥❞ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ♣r♦✈✐❡♥t
❞✬✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✳
P♦✉r ❛✈♦✐r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✬✉♥
♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ré❡❧✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r❡♠♣❧✐ss❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞♦✐t
❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✮✳ ❯♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛②❛♥t ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ♠♦❞❡
❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ r ❛ss✉r❡ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ré❡❧ ❞✬♦r❞r❡ r✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✐ss✉❡ ❞✬✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❞❡ ▲❡✈❛♥t ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❞❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ♠♦❞❡
❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ r ✭➓✸✳✸✳✶✮✳ ❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤♠✳ ✸✳✷✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛②❛♥t ❧❡s
♣♦✐❞s ❛❞❛♣tés ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ♣♦✐❞s
❞❡ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ r✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ✉♥ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡
r✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✏♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✑ r❡❣r♦✉♣❡ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞✐s✲
t✐♥❝t❡s ✿
✕ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▼♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ✐❞é❛❧ ❞✬♦r❞r❡ r ❧✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡t ❞❡ s❡s (r − 1)❡ ❞ér✐✈é❡s ✈❡rs ✵ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐❞é❛❧✱ ❝✬❡st à
❞✐r❡ s❛♥s r❡t❛r❞ ♦✉ ❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ✭♠❛✐s ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡s✮✳
✕ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡▼♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ré❡❧ ❞✬♦r❞r❡ r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
♦❜t❡♥✉❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ r❡t❛r❞s ♦✉ ❞✬❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t✳
❈❡s ♥♦t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐é❡s✳ ❯♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ✶ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ✐❞é❛❧✱
♠❛✐s ❝✬❡st ✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ré❡❧ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st s♦✉♠✐s q✉✬à ❞❡s
r❡t❛r❞s ♣✉rs✱ ❡t q✉❡ t♦✉t ❧✬ét❛t ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉ ✭♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
ré❡❧ ❢❛❝❡ à ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
♦♣t✐♠❛❧❡✮✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ✐❞é❛❧ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ✉♥ ♠♦❞❡
❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ré❡❧ ❢❛❝❡ à ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❞✉ ➓✸✳✻✳✹✳
✸✳✺ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✷ ✹✶
✸✳✺ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐s✲
s❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✷
▲✬ét✉❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ 2 ♦✉ ♠♦✐♥s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s
❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ 2✱ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ♣❧✉s é❧❡✈é ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs
r❛✐s♦♥s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❝✐t❡r q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ✿
✕ ■❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡s à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ❡t ❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛✲
t✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à st❛❜✐❧✐s❡r q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥
s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ st❛❜❧❡ ❛ ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ♦✉ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s
❣❧✐ss❛♥ts s✐♠♣❧❡s ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✐♥st❛❜❧❡
✭❝❢✳ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❬❆♥♦✺✾✱ ❚s②✽✹❪ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✮✳
✕ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✶ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬✶ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté✱ ❝❡
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♦✉ s②sté♠❛t✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡
❞✉ ❣❛✐♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳
✕ ▲✬ét✉❞❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ s✉✐✈❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✐❝✐ s♦✐t ✉♥ ✐♥té❣r❛t❡✉r ♣❡rt✉r❜é ✭❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ 1✮✱ s♦✐t ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥té✲
❣r❛t❡✉r ♣❡rt✉r❜é ✭❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ 2✮ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t σ1 ❡t σ = [σ1, σ2]T r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱
❛✈❡❝ σ1 ❝♦♠♠❡ s♦rt✐❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ❞❡s s②stè♠❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✷✳✶✮ ✱ ❛✈❡❝ ψ(x, t) = 0
❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❡s ❜♦r♥❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ s♦✐t ✿
✕ P♦✉r ✉♥ ✐♥té❣r❛t❡✉r s✐♠♣❧❡ ✿ σ˙1 ∈ [−C,C] + [Γm,ΓM ]u
✕ P♦✉r ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥té❣r❛t❡✉r ✿
{
σ˙1 = σ2
σ˙2 ∈ [−C,C] + [Γm,ΓM ]u
❚♦✉s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ✐❝✐ s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré−1 ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ dκ(σ1, σ2)→
(κ2σ1, κσ2)✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✷✳
✸✳✺✳✶ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ t✇✐st✐♥❣ ❬▲❡✈✾✸❪
σ2
σ1
u = −αM
u = −αmu = αM
u = αm
❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ❚✇✐st✐♥❣ ❛✈❡❝ αM = 3✱ αm =
0.5
❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❡r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠✉t❡ s♦♥ ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ q✉❛✲
❞r❛♥t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡ tr♦✉✈❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✳
▲❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡
♣❤❛s❡ t♦✉r♥❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❡♥ s✬❡♥ r❛♣✲
♣r♦❝❤❛♥t à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬✉♥❡ s♣✐r❛❧❡✳
❙♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré
r❡❧❛t✐❢ ✷ ❡st
u =
{
−αm sign(σ1) s✐ σ1σ2 < 0
−αM sign(σ1) s✐ σ1σ2 > 0
✭✸✳✺✮
✹✷ ▼♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
❛✈❡❝ αm ❡t αM ✈ér✐✜❛♥t
αM > 4
Γm
σmax
αm >
C
Γm
γmαM − C > ΓMαm + C
♦ù σmax ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ q✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ σ1 ✭s♦✉✈❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ♦✉
t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t✮✳
▲✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st é✈✐❞❡♥t❡✱ ❝❛r s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ σ1 ♦✉ σ2✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉r s✐❣♥❡✱ q✉✐ ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❛s ❡♥ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t
♣❛r κ > 0✳ ▲❡s ❞❡♠✐ ❞r♦✐t❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ✏r❛②♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s✑✱ ❡❧❧❡s s♦♥t
✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣❛r ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ✷ ✭❝❛r κ2σ1 = 0⇔ σ1 = 0 ❡t
κσ1 = 0⇔ σ2 = 0✮✳
❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢
1 ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✉♥ ✐♥té❣r❛t❡✉r✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❡♥ ❝♦♥trô❧❛♥t u˙ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡
u ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳ ▲✬✐♥térêt ❡st ❞✬❛tté♥✉❡r ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❡♥ r❡♥❞❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳
▼❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ❡♥ ♣❧✉s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u ✭éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛
s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ σ2 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ 2✮ ❬▲❡✈✾✸❪✳
✸✳✺✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①
❬❇❆●✾✾❪
σ2
σ1
σ1(tM)
σ1(tM)
2
❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦✉s ♦♣t✐♠❛❧ s❛♥s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ uM = 5✱ λ∗ = 0.5✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥té❣r❛t❡✉r✳ ❆✉
❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t✱ ❝❡ q✉✐
♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡
❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ✐❧ ❡ss❛✐❡ ❞❡ ❞❡✈✐♥❡r ❧✬✐♥st❛♥t ❞❡
❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥ ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ ❧❛ s♦rt✐❡ σ1✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣❤❛s❡
❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬❛rrêt❡r ❧❡
s②stè♠❡✱ ❝✳à✳❞ ❞✬✐♠♣♦s❡r σ˙1 = 0✳ ❆♣♣❡❧♦♥s
tM ❧✬✐♥st❛♥t ♦ù σ˙1 = 0 ❡t ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝❛s
σ1(tM) > 0✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ét❛✐t ✉♥ ❞♦✉❜❧❡
✐♥té❣r❛t❡✉r ♣✉r✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à
♣❛rt✐r tM s❡r❛✐t u = −uM ✱ ♣✉✐s u = uM à ❧❛
♠♦✐t✐é ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ q✉❛♥❞ ❧❛ s♦r✲
t✐❡ ❡st à ♠✐ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ 0✱ s♦✐t σ1(tM)/2✳ ❈❡tt❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és
❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳
▼❛✐s ✐❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧✬❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ✷❡ ♣❤❛s❡✱ ♣♦✉r êtr❡ sûr q✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥t tM2 ♦ù ❧✬ét❛t
❛tt❡✐♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s✱ |σ1(tM2)| < |σ1(tM)|✳ σ1(tM2) ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t
êtr❡ ♥é❣❛t✐❢✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ❧❡ s②stè♠❡ à t♦✉r♥❡r ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✹✮✱ ♦✉ ♣♦s✐t✐❢✱
❝❡ q✉✐ ❛♠è♥❡ ❧❡ s②stè♠❡ à ✏r❡❜♦♥❞✐r✑ s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ✭❋✐❣✳ ✸✳✺✮✳ ◗✉❛♥t ❧✬ét❛t ❛tt❡✐♥t
✸✳✺ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✷ ✹✸
✭❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✮ ❧✬❛❜s❝✐ss❡ σ1 = 0✱ σ2 ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡ q✉✬❛✉ ❞é♣❛rt✱ ♠❛✐s ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳
❊♥ ré♣ét❛♥t ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ❢♦✐s✱ ♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳
σ2
σ1
σ1(tM)
σ1(tM)
2
❋✐❣✳ ✸✳✺ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦✉s ♦♣t✐♠❛❧ s❛♥s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ uM = 5✱ λ∗eq = 2✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❡st
u(t) = λ(t)uM sign
(
σ1(t)− σ1(tM)
2
)
✭✸✳✻✮
❛✈❡❝ λ(t) =
{
1 s✐ |σ1(t)| > |σ1(tM)|
λ∗ s✐ |σ1(t)| < |σ1(tM)|
❡t tM ✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧✬ét❛t ❛ ❛tt❡✐♥t
❧✬❛❜s❝✐ss❡ σ2 = 0✳
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❣❛✐♥ λ∗ ♣♦✉r ❛✈♦✐r
✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ s♦♥t
λ∗ ∈]0; 1]∩]0, 3Γm
ΓM
[
uM > max(
C
λ∗Γm
,
4C
3Γm − λ∗ΓM )
▲✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
s✐♠♣❧❡ à ét❛❜❧✐r✱ ❝❛r ✐❧ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❝♦♠✲
♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ σ1✳ ❖r✱
♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r κ2 > 0 ♥❡
❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡✉r ♦r❞r❡✳
✸✳✺✳✸ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✉♣❡r t✇✐s✲
t✐♥❣ ❬▲❡✈✾✸❪
σ˙1
σ1
❋✐❣✳ ✸✳✻ ✕ ❙✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ ❛✈❡❝ λ2 = 1.1✱
λ1 = 1.4
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉✬à ❞❡s s②s✲
tè♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ 1 ❞♦♥t ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❡st ▲✐♣s❝❤✐t③✳ ❙♦♥ ✐♥térêt rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ré✲
❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✱ ❞✉❡ à ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✉
s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s❡ ❞é✲
❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✉♥ t❡r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭♥♦♥ ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡✮ ❡t ✉♥ t❡r♠❡ ✐♥té❣r❛❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥é✲
r❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬✉♥ P■✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡
♣❤②s✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ 1 ❡t q✉❡ σ1
❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✲
✈é❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥
❧✐♥ér❛✐r❡ ❞✬✉♥ P■❉✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣✱ à ❧✬✐♥st❛r ❞✉ s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧✱ ❡♥tr❛î♥❛♥t ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡
σ1 ❡t σ2 = σ˙1 ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ t♦✉t ❡♥ ♥❡ r❡q✉ér❛♥t q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ σ1✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❬▲❡✈✾✽❪✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ❞ér✐✈❛t❡✉r ♣rés❡♥té ❛✉
➓✸✳✸✳✷✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st ✐❝✐ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛♥♥✉❧❡r σ2✱ ♣✉✐sq✉❡
σ2(t) = f˙(t)− u(t)✳ P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❧❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r✱ ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ s♦♥t ❡①♣r✐♠és ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s t❡r♠❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t σ2 ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳
✹✹ ▼♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
σ˙1 ∈ σ2 + [Γm,ΓM ]u
σ˙2 ∈ [−C,C]
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ s✬é❝r✐t
u(t) = uI(t)− λ1
√
L
√
|σ1| sign(σ1)
u˙I(t) = −λ2L sign(σ1)
✭✸✳✼✮
❛✈❡❝ L =
C
Γm
✱ λ2 > 1 ❡t
λ1 >
√
−2λ2 + 2
√
λ22 + 2λ2 + 2 ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✮✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs
❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s♦♥t λ2 = 1.1 ❡t λ1 = 2 ✭♣♦✉r ❧❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r✱
♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣❧✉tôt λ2 = 1.1 ❡t λ1 = 1.5✱ ✈♦✐r❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥✮✳
Pr♦✉✈❡r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ♣❛r ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❞✉ s②stè♠❡ ♣✐❧♦té ♣❛r
❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥✬❡st ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❝✐ ♣❛s tr✐✈✐❛❧ ❡t r❡q✉✐❡rt ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳
dκ(σ˙) =
[
κσ2 − [Γm,ΓM ]λ1
√
L
√|κ2σ1| sign(κ2σ1)
[−C,C]− λ2L sign(κ2σ1)
]
= κ−1
[
κ2(σ2 − [Γm,ΓM ]λ1
√
L
√
|σ1| sign(σ1))
κ([−C,C]− λ2L sign(σ1))
]
❈❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❜♦✉❝❧é ❡st ❜✐❡♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r ✷ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❧❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r ✿
✕ ❧❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s u(t) ❝♦♠♠❡ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡✱ ♠❛✐s uI(t)✳ ❊♥
t❤é♦r✐❡✱ q✉❛♥❞ σ1 ❡st ♥✉❧✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥✱ ❧❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳
▼❛✐s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ λ1
√
L
√
|σ1| sign(σ1) ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧ ❀ s❡✉❧❡ s❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st
♥✉❧❧❡ ✭♦✉ q✉❛s✐♠❡♥t✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ❡st ♦s❝✐❧❧❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✿ ❝✬❡st
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳ ▲❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❡r♠❡t
❞♦♥❝ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✳
✕ ❧❛ ✈❛❧❡✉r r❡❝♦♠♠❛♥❞é❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ1 ❡st ❞❡ 1.5 ♣♦✉r ❧❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r✱ ❞❡ 2 ♣♦✉r ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ λ1
√
L
√
|σ1| sign(σ1) ❡st ✉♥ t❡r♠❡ st❛❜✐❧✐s❛♥t ❡t s✉rt♦✉t ❛♠♦r✲
t✐ss❛♥t ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡ t❡r♠❡ λ2L sign(σ1) ♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡ ♣❛s à ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❡s
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ❝❛r ✐❧ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ 2 ✭❝❢ ❧❛
r❡♠❛rq✉❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❬❆♥♦✺✾✱ ❚s②✽✹❪✮✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
tr❛♥s✐t♦✐r❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ λ1 ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❡ str✐❝t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛
s✐♠♣❧❡ st❛❜✐❧✐té✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❞ér✐✈❛t❡✉r✱ ❧❡ t❡r♠❡ λ1
√
L
√
|σ1| sign(σ1) ❞♦✐t
s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❛r ✐❧ ♣❡rt✉r❜❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❧❡ ré❞✉✐r❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛ss✉r❛♥t ✉♥
tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❝♦rr❡❝t✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡
❢♦rt❡♠❡♥t ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✕ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡ ❬▲❡✈✾✽❪✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ ♣✐r❡ ❝❛s ✐♥❞✐q✉❛♥t ♣♦✉r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts [λ1, λ2] ❞♦♥♥é s✬✐❧ ❡st
t♦✉❥♦✉rs st❛❜❧❡ ♦✉ ♣❛s✳ ❊❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❧❛ ♠♦✐♥s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬❛✈♦✐r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✱ ♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✿ ✐❧ ❢❛✉t t❡st❡r
❝❤❛q✉❡ ❥❡✉ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥❞✐❞❛t✳
✸✳✻ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✹✺
✕ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❞✬✐♥té❣r❡r ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s ❬❉▲▲✵✺❪✳ ❈❡❧❛ ♥✬❡st
♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❀ ✐❧ ❢❛✉t ✐♥té❣r❡r ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t✱ ✉♥❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡s tr❛❥❡❝✲
t♦✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡✱ ♠❛✐s ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s✳ ❊❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r
❧❛ st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✭♦✉ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t✮✱
❝❛r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❞♦✐✈❡♥t ❡♥ ♣❧✉s ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s r❡st❡♥t ❞✐✣❝✐✲
❧❡♠❡♥t tr❛♥s♣♦s❛❜❧❡s à ❞✬❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡
q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❝❛r ❧❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s s♦♥t s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣✳
▲❡✉r ét✉❞❡ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉t✐❧❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞✉
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❞✉ rô❧❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts t❡r♠❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡
♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬❉▲▲✵✺❪ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ➓✸✳✼✳
✕ ❯♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ✈♦✐❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❬▼❖✵✽❪✳ ❈❡s
♣r❡✉✈❡s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s✱ ♥❡ ♣r♦✉✈❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts très é❧❡✈é❡s✱ ♠❛✐s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à ❣é♥ér❛❧✐s❡r à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
s✐♠✐❧✐❛✐r❡s✱ ♦✉ ❞✬♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs✳
✸✳✻ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐s✲
s❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡
▲❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r à ✷ s♦♥t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s à ❝♦♥❝❡✲
✈♦✐r✱ ❝♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞r❡
❛r❜✐tr❛✐r❡ ❝♦♥♥✉s ♦♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ré❝✉rs✐✈❡✱ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉✬✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ❧❛ ❢♦✐s✳
P♦✉r ❜✐❡♥ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡ t❡❧❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥
❞♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s q✉✐ ♦♥t été ❝♦♥s✐❞érés à t♦rt ❝♦♠♠❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ♦✉
q✉✐ s♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ✐❞é❛❧ s❛♥s êtr❡ ré❡❧✳
✸✳✻✳✶ ❚❡r♠✐♥❛❧ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❬❨▼✾✹❪
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st✱ à ♠❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❛ ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s
❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té
✭✷✳✶✮✱ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞r❡ n ♣❛r ✿
σ0 = x1
σi = σ˙i−1 + ciσ
qi
pi
i−1 1 6 i 6 n− 1
✭✸✳✽✮
❛✈❡❝ qi ❡t pi ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣❛✐rs t❡❧s q✉❡ qi < pi✳
❊❧❧❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s
❞✉ t②♣❡ ✿
σ˙ + cσ
q
p = 0
❊♥ ❡✛❡t✱ s♦♥ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡ t❡♠♣s r❡q✉✐s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ σ = 0 ✿
T =
∫ 0
s0
dσ
−cσ qp
=
p
c(p− q) |σ0|
1− q
p
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t✳ ❙✐ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ σn−1 = 0✱
❛❧♦rs σn−2 s✬❛♥♥✉❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à σ0✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❛ss✉r❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✈❡rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ❞♦♥❝ u = −uM sign(σn−1)✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ✿ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ s✐ ❧✬ét❛t
✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✏✐♥t❡r❞✐t✑✳ ❬❋❨▼✵✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
✹✻ ▼♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
✸✳✻✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ▲❡✈❛♥t ❬▲❡✈✵✶✱ ▲P✵✽❪
▲✬✐❞é❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛ ✐♥s♣✐ré ✉♥ ❛✉tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r
❆r✐❡ ▲❡✈❛♥t✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡ ❝❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡
❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❢❛✐s❛♥t ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✈❡rs ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s✉r❢❛❝❡✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❛tt❡✐♥t❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t q✉✐tt❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳
▲✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ tr❛♥s✐t❡ ❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡
❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳
❊♥ ♣♦s❛♥t
N1,n = |σ1|(n−1)/n
Ni,n = (|σ1|(m/n) + |σ2|(m/(n−1)) + · · ·+ |σ(i−1)i |(m/(n−i+1)))(n−i)/m, 1 6 i 6 n− 1
Nn−1,n = (|σ1|(m/n) + |σ2|(m/(n−1)) + · · ·+ |σ(n−1)i |(m/2))1/m
φ0,n = σ1
φ1,n = σ2 + β1N1,n sign(σ1)
φi,n = σi + βiNi,n sign(φi−1,n), 1 6 i 6 n− 1
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞r❡ n s✬é❝r✐t ✿
u = −α s✐❣♥ φ(n−1,n)(σ1, σ2, · · · , σn−1)
❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✳
❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés s❛✉❢ ❡♥ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✾✳
▲❡s t❡r♠❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♥t
N0,n = |σ1|
Ni,n = |σi|+ βiN
n−i
n−i+1
i,n , 1 6 i 6 n− 1
φ0,n = σ1
φi,n = σi + βiN
n−i
n−i+1
i,n ψi−1,n, 1 6 i 6 n− 1
ψi,n =
φi,n
Ni,n
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞r❡ n s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿
u = −α s✐❣♥ ψ(n−1,n)(σ1, σ2, · · · , σn−1)
✸✳✻✳✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❬▲❙P❇✵✻✱ ▲❛❣✵✹❪
❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts q✉✐✱ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
t❤é♦r✐q✉❡✱ s❡r❛✐t ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t❡❧
q✉❡❧ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ❉❡ s✉r❝r♦ît✱ ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ét❛✐t ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
t❤é♦r✐q✉❡ s❡r❛✐t ✐♥st❛❜❧❡✳
❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ q✉✐ ♦❜é✐t à ✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té q✉❛❞r❛t✐q✉❡ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳
✾▲❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❡♥ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✱ à ♠♦✐♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ t❡r♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
✭❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✐♥té❣r❛❧✮
✸✳✻ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✹✼
❊❧❧❡ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té
J =
∫ tf
0
xQ′xdt ✭✸✳✾✮
♦ù Q′ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞♦✐t ❛tt❡✐♥❞r❡
❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ét❛t ✜♥❛❧ xf ❡♥ ❧❡ t❡♠♣s ✜♥✐ tf ✳
❊♥ ❞é❝♦✉♣❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬ét❛t xa =
[x1 . . . xn−1]T✱ ❡t ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ xn✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r xn ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❡♥tré❡ ✜❝t✐✈❡ ❞✉ s♦✉s s②stè♠❡ ❞✬ét❛t xa✳
▲❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t
x˙a = Axa + bxn
x˙n ∈ ψ(x, t) + [−C(x, t), C(x, t)] + [Γm(x, t),ΓM(x, t)]u
❛✈❡❝
A =


0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
✳✳✳
0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 0

 ,
❡t b = [0 . . . 0 1]T
▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡✈✐❡♥t
J =
∫ tf
0
x1Qx1 + xnRxndt ✭✸✳✶✵✮
♠♦②❡♥♥❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✈♦✐r ❬▲❛❣✵✹❪✮✱ à ♠♦✐♥s q✉❡ ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ Q′ ♥✬❛✐❡ ♣❛s ❞❡ t❡r♠❡ ❝r♦✐sé ❡♥tr❡ xa ❡t xn✳
❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❈❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡
♣rès✮✱ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✱ q✉✐ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞❡ t②♣❡ ❜❛♥❣ ❜❛♥❣✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❝r✐tèr❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡st ✉♥❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛r✐❛♥t❡✳
❊❧❧❡ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❬▲❛❣✵✹❪
xn(t) = −(R−1bTP(t)−R−1bTV(t)H−1(t)V(t)T)xa(t)−R−1b(t)TV(t)H−1(t)xaf
♦ù
✕ xaf ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡ ❞és✐ré❡ ❞❡ xa✱
✕ P(t) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❘✐❝❛tt✐
−P˙ = PA+ATP+Q−PbR−1bTP , P(tf ) = Pf ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡
✕ V(t) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
−V˙ = (A− bR−1bTP)V , V(tf ) = In
✹✽ ▼♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
✕ H(t) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
H˙ = VTbR−1bTV , H(tf ) = 0n
▲✬❡♥tré❡ ✜❝t✐✈❡ xn ❞♦✐t ♦❜é✐r à ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ t②♣❡
xn = F(t)xa
❊♥ ❧❛ réé❝r✐✈❛♥t ❝♦♠♠❡ xn−F(t)xa✱ ♦♥ ✈♦✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉✬❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❤②♣❡r✲
s✉r❢❛❝❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣❡✉t s❡ ❜❛s❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢✶✵✱ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛r✐❛♥t❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
xn(t)− (R−1bTP(t)−R−1bTV(t)H−1(t)V(t)T)xa(t) = 0
Pr♦❜❧è♠❡ à t = tf
❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦s❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r t = tf ✱ ❝❛r
H(tf ) = 0n✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥✈❡rs❡r ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣rès ❞❡ t = tf ✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✿
❚❤❡♦rè♠❡ ✸✳✾✳ ❯♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛r✐❛♥t❡ à ♣ô❧❡s ré❡❧s ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✈❡rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡ s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣ô❧❡ ❡st ✜♥✐ ❡t q✉❡
❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ♥♦♥ ♥✉❧✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ ♣ô❧❡ ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♠✉❧t✐♣❧❡✮ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡
❢❡r♠é❡ r❡st❡ ❝♦♥st❛♠♠❡♥t ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [λ1, λ2]✳ ❊♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ s♦✉s
❢♦r♠❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡t ❡♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❛♥t q✉✬❛✉ s♦✉s s②stè♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣ô❧❡ ét✉❞✐é✱
‖x(t)‖ > ‖eAt‖‖x(0)‖
❛✈❡❝ A =


λ1 1 0 . . . 0
0 λ1 1 . . . 0
✳✳✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
✳✳✳
0 . . . . . . . . . λ1

✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ x ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛tt❡✐♥❞r❡ 0 ❡♥ t❡♠♣s
✜♥✐✳
▲❛ s❡✉❧❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ s✐ ❧❡s ♣ô❧❡s s♦♥t ré❡❧s ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡r t♦✉s
❧❡s ♣ô❧❡s ✈❡rs −∞✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ❢❛✐t ✭♦✉ t❡♥t❡ ❞❡ ❢❛✐r❡✮ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❛
s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ t❡♥❞ ❞✉ ❝♦✉♣ ✈❡rs ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✱ σ = x1 = 0✳
❖r✱ ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs st❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ é❣❛❧❡
à ✷✱ ❡t t♦✉❥♦✉rs ✐♥st❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ s✉♣ér✐❡✉r ✭❝❢✳ ➓✸✳✶✮✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡t❡♥✉❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❡st ❞❡ st♦♣♣❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à
♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t❡♠♣s t1 < tf ✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t
❞✬♦r❞r❡ ✶ à ♣❛rt✐r ❞❡ t1✳
❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞♦♥❝ s♦✐t ✐♥st❛❜❧❡ ❡t ✐♥❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ s♦✐t ❞✬♦r❞r❡ ✶✳
✶✵❈❡❧❛ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦②❡♥♥❛♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
✸✳✼ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ ✹✾
✸✳✻✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣ré❝❛❧❝✉❧é❡s ❬P●▲✵✽❪
❯♥ ❞❡r♥✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ✐❞é❛❧✱
♠❛✐s q✉✐ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ré❡❧✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s à t = 0✳ ➚ ❝❡t ✐♥st❛♥t✱
❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧✬ét❛t ✐♥✐t❛❧ x0✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ q✉✐✱ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❧❛ s✉✐t
♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t✱ ❢❛✐t ❝♦♥✈❡r❣❡r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ✈❡rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ❯♥❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐t ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣ré✈✉❡✳
❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ✐❞é❛❧✱ ❝❛r ❧❛ s♦rt✐❡ ❡t s❡s
❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs 0 ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ▼❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ré❡❧✱ ❝❛r ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♣r♦✈✐❡♥t
❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣ré❞é✜♥✐❡✱ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❈❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ✉t✐❧✐sé❡ s❡✉❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t q✉✬✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❝❛r ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐sss❛♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❖r✱ ❧❛ ré❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ r❡t❛r❞s ❡t
❡rr❡✉rs ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♥✬❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ q✉❡ ♣❛r ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✱ q✉✐ ❡st ✐❝✐ ✉♥❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✶✳ ❖r✱ ❧❡ ➓✸✳✹✳✷ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t
❞❡ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ré❡❧ ❞✬♦r❞r❡ ✶✳
❈✬❡st ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧✬♦r❞r❡ ré❡❧ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❝✬❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡
q✉✐ ✐♠♣♦rt❡✳
✸✳✼ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣✱ r❛✣♥❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬❉▲▲✵✺❪✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ❣❛✐♥s
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠♦✐♥s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡st✱ à ♠❛ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❬▲❡✈✾✽❪✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ♠❡ ♣❛r❛ît é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞✉
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ♣♦✉r
❝✐r❝♦♥s❝r✐r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❛♣♣ré❝✐❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞✉ rô❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❛♥s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣✳
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ Γ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉ ❡t é❣❛❧ à
1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✬✐❧ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 1✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ❧✬ét❛t ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λ1 ❡t λ2✱ ❡t
❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ Γm ❞❡ Γ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t
s✉♣ér✐❡✉rs à
λ1
Γm
❡t
λ2
Γm
✳ ▲✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à
ΓM
Γm
C✱ s✐ C ❡st s♦♥
♠❛❥♦r❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ♠♦❞✐✜❡ ❧❡ t❡♠♣s✱ ♠❛✐s
♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❞♦♥❝ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t
tr❛♥s♣♦s❛❜❧❡s✳
❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱
♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✉ ❞ér✐✈❛t❡✉r✱ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r σ1 ❝♦♠♠❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ à
❞ér✐✈❡r f(t) ❡t s♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
▲❡ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ s✬é❝r✐t ✿{
σ˙1 = σ2 − λ1
√
L
√
|σ1| sign(σ1)
σ˙2 ∈ [−L,L]− λ2 L sign(σ1)
✭✸✳✶✶✮
▲❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t♦✉r♥❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❛♥s
♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ σ(0) =
[
0
σ2(0) > 0
]
✳
✺✵ ▼♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
✸✳✼✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❛♥s
✉♥❡ ♠♦✐t✐é ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✸✳✶✵✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✸✳✶✶✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ✈❡rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱
❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t σ0 =
[
0
1
]
✱ ✐❧ ❝r♦✐s❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t σf =
[
0
|σf2 | < 1
]
❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ T ét❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t ❞❡ ❝r♦✐s❡♠❡♥t✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ ♣✐r❡ ✭❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s [−L,L]✮ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ vc =
1− |σf2 |
T
✱ ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❛❧♦rs TF =
1
vc
=
T
1− |σf2 |
✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ✐♠♣❛✐r❡ ✿ u(−σ) = −u(σ)✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞✬ét✉❞✐❡r
❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❛♥s ✉♥ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥✱ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s✬❡♥ ❞é❞✉✐s❛♥t ♣❛r s②♠étr✐❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ à ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❜♦✉❝❧é ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
(t, σ1, σ2)→ (κt, κ2σ1, κσ2) ❛✈❡❝ κ > 0
s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❞❡♠✐✲
♣❧❛♥ ❞r♦✐t✶✶✳ ❈❡❧❛ s✉♣♣♦s❡ ❜✐❡♥ sûr q✉❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r t♦✉t ✏r❛②♦♥
❤♦♠♦❣è♥❡✑✱ ❝✳à✳❞ ❛r❝ ❞❡ ♣❛r❛❜♦❧❡ σ =
[
κ2σc1
κσc2
]
♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r κ > 0✱ ❛✈❡❝ σc1 ❡t σc2
❝♦♥st❛♥ts ♥♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♥✉❧s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❧❡ ❝❛s s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ét❛♥t ❤♦♠♦❣è♥❡✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛rt❛♥t ❞❡ σ0 =
[
0
σ02 > 0
]
❡t ❛rr✐✈❛♥t à σf =
[
0
σf2 < 0
]
❡♥
✉♥ t❡♠♣s T ✳ ❱✉ q✉✬♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ q✉✬❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞é♣❛rt ❡t ❞✬❛rr✐✈é❡✱ t♦✉s ❧❡s ❞❡✉①
❞✬❛❜s❝✐ss❡ ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ♥❡ ré✢é❝❤✐r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ s✉r ❧❡s ♦r❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❧✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r κ✱ ❧✬♦r❞♦♥♥é❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st κσ02✱ ❝❡❧❧❡ ❞✉
♣♦✐♥t ❞✬❛rr✐✈é❡✱ κσf2 ✱ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé✱ κT ✳
❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞é♠❛rr❛♥t à ✉♥ ♣♦✐♥t
❞✬♦r❞♦♥♥é❡ 1✱ ❝❛r t♦✉t❡ ❛✉tr❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞é♠❛rr❛♥t à σ02 > 0 ♣❡✉t ② êtr❡ r❛♠❡♥é❡ ♣❛r ✉♥❡
❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r 1/σ02✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐✲
q✉❛♥t ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❡t ✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉r |σf2 | à ❝❤❛q✉❡ ♣❛ss❛❣❡
♣❛r ❧✬❛①❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥é❡s✳ ❆♣rès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✭❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲
♣❧❛♥ ❣❛✉❝❤❡✮ ❛♠è♥❡r❛ ❧❡ s②stè♠❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬♦r❞♦♥♥é❡
(
|σf2 |
)2
❡♥ ✉♥ t❡♠♣s T+ |σf2 |T ✱ ♣✉✐s
❧❛ ✸❡ ✭❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ❞r♦✐t✮ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬♦r❞♦♥é❡ −|σf2 |3 ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s T + |σf2 |T + |σf2 |2T
❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳
▲❡ s②stè♠❡ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡ q✉❡ s✐ |σf2 | < 1✳ ❊t ❧❛ sér✐❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞♦♥♥❛♥t
❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛❧♦rs ✈❡rs
T
1− |σf2 |
✳
❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ♣❛r ❤♦♠♦❣é♥é✐té✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✱
✈✉ q✉❡ |σ2| ❞✐♠✐♥✉❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r |σf2 |n ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s |σf2 |nT ✳ ❈♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ♣✐r❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ▼❛✐s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s
✶✶▼❛✐s ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t t♦✉t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ❣❛✉❝❤❡✱ ♦✉ ❧❡s ❞❡♠✐✲♣❧❛♥s ❤❛✉t ♦✉ ❜❛s
✸✳✼ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ ✺✶
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s [−L,L] ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❧❡♥t❡ ♥✬❡st ♣❛s
❢♦r❝é♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ |σf2 | ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ r❛♣♣♦rt σ
f
2
T
✳
✸✳✼✳✷ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s
P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥
❞r♦✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ σ0 =
[
0
1
]
❡t ♣r♦✉✈❡r q✉✬❡❧❧❡s q✉✐tt❡♥t t♦✉t❡s ❝❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥
♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬♦r❞♦♥♥é❡ σ˙ s✉♣ér✐❡✉r❡ à −1✳
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝❤♦s❡s✱ ❡①♣❧♦✐t♦♥s ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r 1
L
❡t ♥♦t♦♥s ❧✬❡rr❡✉r σ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ σ1✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ s✬é❝r✐t
σ˙ = σ2 − λ1
√
|σ| sign(σ)
σ˙2 ∈ [−1, 1]− λ2 sign(σ)
▲✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♠♣r✐♠é ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 1
L
✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥❡
❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✼✳ ❙✐ λ2 < 1✱ ❛❧♦rs ❧❡ t❡r♠❡ λ2 sign(σ) ❡st ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r t♦✲
t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s✐ s♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
λ1
√
|σ| sign(σ) ❡st ♥✉❧ q✉❛♥❞ σ = 0✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛ss✉r❡r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❡st
❞♦♥❝
λ2 > 1
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬❉▲▲✵✺❪✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❞❡ σ ♣♦✉r σ 6= 0
σ¨ ∈ [−1, 1]− λ2 sign(σ)− λ1 σ˙
2
√
|σ| ✭✸✳✶✷✮
❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡tt❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t
σ˙ = σ˙0 − αt− λ1
√
|σ| ✭✸✳✶✸❛✮
σ¨ = −α− λ1 σ˙
2
√
|σ| ✭✸✳✶✸❜✮
❛✈❡❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❘❡♠✳ ✸✳✼✱
α ∈ [(λ2 − 1), (λ2 + 1)] > 0
✸✳✼✳✸ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❡t ♣✐r❡ ❝❛s
▲❡ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ❞r♦✐t ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✈✐sé ❡♥ ✷ s❡❝t❡✉rs ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r q✉❛❞r❛♥t
σ˙ > 0 ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ σ˙ < 0✳ ▲✬ét✉❞❡ s❡ ❝❛♥t♦♥♥❡ ❛✉ ♣✐r❡ ❝❛s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ ♣❛s ❞❡
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r q✉❛❞r❛♥t✱ ❧❛ ♣✐r❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❛♠❡♥❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ s✉r ❧✬❛①❡
❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ✭σ˙ = 0✮ ❧❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❡ σ s❡r❛
♥♦té❡ σM ✳ ❈❡❧❛ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❧♦rsq✉❡ σ˙ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♠❛①✐♠✉♠✱ ❝✳à✳❞ q✉❛♥❞ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1✱ ❞♦♥❝ α = λ2 − 1✱ ♥♦té α1✳
❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛❞r❛♥t✱ ❧❛ ♣✐r❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡ ❞❡ σ˙
❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✳ ❊❧❧❡ s❡r❛ ♥♦té❡ σ˙f ✳ ❈❡❧❛ ❛rr✐✈❡ q✉❛♥❞ σ˙ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♠✐♥✐♠✉♠ ✭♠❛①✐♠✉♠
❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✮✱ ❞♦♥❝ q✉❛♥❞ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r −1✱ ❞♦♥❝ α = λ2+1✱ ♥♦té
α2✳
✺✷ ▼♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
−10
−5
0
5
10
σ˙
0 5 10 15 20 25
σ
1
2a
2b
σ˙0
σ˙f
σc
σM σM1σM2
σ¨ =
0
σP0
σP02σf2
❋✐❣✳ ✸✳✼ ✕ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ ✭❜❧❡✉✮ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐✈✐s✐♦♥s ❞✉ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ❞❡ ♣❤❛s❡
❡t q✉❡❧q✉❡s ♠❛❥♦r❛♥ts ✭♣♦✐♥t✐❧❧és ✈❡rts✮✳
❡t ♣♦✐♥ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✽✳ ❈❡tt❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ t✇✐st✐♥❣✳
❈❡❧❛ ❡st ❧♦❣✐q✉❡ ✿ s✐ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ st❛❜✐❧✐s❡ ✉♥ s②stè♠❡✱ ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❡
❢❛✐t ❞✐✈❡r❣❡r✳
➚ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥té❣r❡r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✭✸✳✶✷✮ ♥✉♠é✲
r✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ α✱ ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ✈ér✐✜é
♦✉ ♥♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts [λ1, λ2] ❞♦♥♥é ❬▲❡✈✾✽❪✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✐♥té❣r❡r ❛♥❛❧②t✐✲
q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ s❡❝t❡✉r ♣❛r s❡❝t❡✉r q✉✐ ❢♦✉r♥✐r❛ ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ σM ❡t
✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡ ❞❡ σ˙✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ s❡r❛ ❢❛✐t ✐❝✐✱ ❛✣♥❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❬❉▲▲✵✺❪✳
✸✳✼✳✹ Pr❡♠✐❡r q✉❛❞r❛♥t
Pr❡♠✐❡r ♠❛❥♦r❛♥t
▲❡s ❊q✳ ✭✸✳✶✸✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡s ❞❛♥s ❝❡ q✉❛❞r❛♥t ♣❛r
σ˙ 6 σ˙0 − λ1
√
σ ✭✸✳✶✹✮
❝❛r α > 0✳ ❖♥ ♥é❣❧✐❣❡ ✐❝✐ ❧✬❡✛❡t ❞✉ t❡r♠❡ α = λ2 − 1✱ ❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ λ2 sign(σ)
✸✳✼ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ ✺✸
❈❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛tt❡✐♥t ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜❝✐ss❡s ✭σ˙ = 0✮ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r
σM1 =
σ˙20
λ21
✭✸✳✶✺✮
▲✬✐♥éq✉❛t✐♦♥ ❊q✳ ✭✸✳✶✹✮ ❡st à ✈❛r✐❛❜❧❡s sé♣❛r❛❜❧❡s✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ rés♦❧✉❡ ❛♥❛❧②t✐✲
q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r σ˙ > 0
σ˙
σ˙0 − λ1
√
σ
6 1[
−2
√
σ
λ1
− 2 σ˙0
λ21
ln
(
σ˙0 − λ1
√
σ
)]σ
0
6 t
−2
√
σ
λ1
− 2 σ˙0
λ21
ln
(
σ˙0 − λ1
√
σ
)
+ 2
σ˙0
λ21
ln(σ˙0) 6 t
−2
√
σ
λ1
− 2 σ˙0
λ21
ln
(
1− λ1
√
σ
σ˙0
)
6 t
▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛❥♦r❛♥t ❡st ✐♥✜♥✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
lim
σ→ σ˙
2
0
λ21
(
−2
√
σ
λ1
− 2 σ˙0
λ21
ln
(
1− λ1
√
σ
σ˙0
))
= +∞ .
❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦rr❡❝t✐❢ λ1
√
σ t❡♥❞ ✈❡rs 0 q✉❛♥❞ σ t❡♥❞ ✈❡rs 0✳
❙❡❝♦♥❞ ♠❛❥♦r❛♥t
❯♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ s✉r ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❛❥♦r❛♥t ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ α sign(σ) ❛✉ ❧✐❡✉
❞❡ λ1
√
|σ| sign(σ) q✉❛♥❞ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s❡✉❧ ré❞✉✐t σ˙ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ q✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡✉❧✳ ➚ ♣❛rt✐r
❞❡s ❊q✳ ✭✸✳✶✸❜✮ ❡t ❊q✳ ✭✸✳✶✹✮✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♦ù ❧❡s ❡✛❡ts s♦♥t é❣❛✉① ✭♥♦tr❡ ❢✉t✉r
♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
α = λ1
σ˙c
2
√
σc
=
λ1
2
(
σ˙0 − λ1√σc√
σc
)
= λ1
σ˙0
2
√
σc
− λ
2
1
2
⇔ √σc = λ1σ˙0
2
1
λ21
2
+ α
=
σ˙0
λ1 +
2α
λ1
⇔ σc = σ˙
2
0(
λ1 +
2α
λ1
)2
❈❡ rés✉❧❛t ❡t ❧✬❊q✳ ✭✸✳✶✹✮ ❞♦♥♥❡♥t
σ˙c = σ˙0 − λ1√σc = σ˙0
(
1− 1
1 + 2α
λ1
)
= σ˙0
2α
λ21 + 2α
❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠❛❥♦r❛♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t t = 0 ❛✉ ♣♦✐♥t σc
σ˙ = σ˙c − αt
σ = σc + σ˙ct− αt
2
2
✺✹ ▼♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
❈✬❡st à ❞✐r❡
σ = σc + σ˙c
σ˙c − σ˙
α
− (σ˙c − σ˙)
2
2α
= σc +
σ˙2c
2α
− σ˙
2
2α
✭✸✳✶✻✮
▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ✭σ˙ = 0✮ ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❛❜s❝✐ss❡✱
σM2 =
σ˙20(
λ1 +
2α
λ1
)2 + 12α
(
σ˙0 2α
λ21 + 2α
)2
=
σ˙20
λ21 + 2α
❉♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✱ α = α1✱ ❞✬♦ù ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ σM ✱ ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❧✉s
❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♠❛✐s ♠♦✐♥s ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
σM2 =
σ˙20
λ21 + 2α1
=
σ˙20
λ21 + 2(λ2 − 1)
✭✸✳✶✼✮
✸✳✼✳✺ ❙❡❝♦♥❞ q✉❛❞r❛♥t
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥t❛♠❡ s❛ tr❛✈❡rsé❡ ❞✉ ✷❡ q✉❛❞r❛♥t ❛✉ ♣♦✐♥t
[
σM
0
]
❡t ❛✉
t❡♠♣s t = 0✳ ▲✬❊q✳ ✭✸✳✶✸✮ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❞❛♥s ❝❡ q✉❛❞r❛♥t ♣❛r
σ˙ = −αt− λ1
√
σ ✭✸✳✶✽❛✮
σ¨ = −α− λ1 σ˙
2
√
σ
✭✸✳✶✽❜✮
♦✉✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t σ˙ ❞❡ ❧✬❊q✳ ✭✸✳✶✽❛✮ ❞❛♥s ❧✬❊q✳ ✭✸✳✶✽❜✮✱
σ˙ = −αt− λ1
√
σ ✭✸✳✶✾❛✮
σ¨ = α
(
λ1
2
t√
σ
− 1
)
+
λ21
2
✭✸✳✶✾❜✮
❈♦♠♠❡ σ˙ < 0✱ σ ❞❡❝r♦ît q✉❛♥❞ t ❝r♦ît✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧✬❊q✳ ✭✸✳✶✾❜✮ q✉❡ σ¨ ❝r♦ît✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❞✬❛♣rès ❧✬❊q✳ ✭✸✳✶✽❛✮✱ σ˙ < 0✱ ❞♦♥❝ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ q✉✐tt❡ t♦✉❥♦✉rs ❝❡ q✉❛❞r❛♥t ♣❛r ❧✬❛①❡ ❞❡s
♦r❞♦♥♥é❡s ✭σ = 0✱ σ˙ < 0✮✱ ♣❛s ♣❛r ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ✭σ > 0✱ σ˙ = 0✮✳ ❈❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡
❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ t♦✉r♥❡ ❜✐❡♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳
❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❡♥ ✷ s❡❝t❡✉rs ❤♦♠♦❣è♥❡s
▲❡ ♣♦✐♥t ♦ù σ¨ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❣râ❝❡ à ❧✬❊q✳ ✭✸✳✶✽❜✮✳ ■❧ s❡ tr♦✉✈❡ s✉r ❧❛
♣❛r❛❜♦❧❡ P0 ❞✬éq✉❛t✐♦♥
|σ˙|√
σ
=
2α
λ1
✭P0✮
q✉✐ ❞✐✈✐s❡ ❧❡ q✉❛❞r❛♥t ❡♥ ✷ s❡❝t❡✉rs ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ❝❛r ❝❡tt❡ ♣❛r❛❜♦❧❡ ❡st ✉♥ ✏r❛②♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✑
s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ✷ ✿
|κσ˙|√
κ2σ
=
|σ˙|√
σ
=
2α
λ1
∀κ > 0
❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s❡❝t❡✉r✱ ♥♦♠♠é ✷❛✱ σ¨ < 0 ❀ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞✱ ✷❜✱ σ¨ > 0✳
✸✳✼ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ ✺✺
❉❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r ✷❛
❈♦♠♠❡ σ˙ < 0✱ ♥é❣❧✐❣❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ λ1
√|σ|sign(σ) ❞❛♥s ❧✬❊q✳ ✭✸✳✶✽❜✮ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♠❛❥♦r❛♥t
σ¨ < −α ✭✸✳✷✵✮
❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♠❛❥♦r❛♥t❡
σ˙ = −αt
σ = −αt
2
2
+ σM
❙♦✐t✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱
σ˙ = −
√
2α (σM − σ) ✭✸✳✷✶✮
❊❧❧❡ ❝r♦✐s❡ ❧❛ ♣❛r❛❜♦❧❡ P0 q✉❛♥❞
σ˙P0 = −
2α
λ1
√
σP0 = −
√
2α(σM − σP0)
⇒ 2α
λ21
σP0 = σM − σP0
⇒ σP0 =
σM
1 + 2α
λ21
❝✬❡st à ❞✐r❡ ❛✉ ♣♦✐♥t σP0 =
[
σM
1− 2α
λ21
√
2α
1 +
λ21
2α
√
σM
]T
❉❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✱ α = α2 = λ2 + 1✳
❉❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r ✷❜
❈♦♠♠❡ σ¨ > 0 ❞❛♥s ❝❡ s❡❝t❡✉r✱ ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t très s✐♠♣❧❡ ❡st σ˙ = σ˙P0 ✳
✸✳✼✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥♥❡❝t❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣❛rt✐❡❧s ♣ré❝é❞❡♥ts ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✷ ♠❛✲
❥♦r❛♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r q✉❛❞r❛♥t✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♣❛ss❛♥t ♣❛r [σM1 , 0]
T✱ ❛rr✐✈❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ❧✬ét❛t
|σ˙f1| 6
√
2α2
1 +
λ21
2α2
√
σM1 =
√
2α2
1 +
λ21
2α2
σ˙0
λ1
✭✸✳✷✷✮
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱
|σ˙f1|
σ˙0
6 1✱ ❝♦♥❞✉✐t à
λ21 >
2α2
1 +
λ21
2α2
⇔ λ41 + 2α2λ21 − 4α22 > 0
⇒ λ21 >
−2α2 + α2 2
√
5
2
= α2(
√
5− 1)
⇒ λ1 > λ11 =
√
(λ2 + 1)(
√
5− 1)
✺✻ ▼♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
▲❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✷❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♣❛ss❛♥t ♣❛r [σM2 , 0]
T✱ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡
λ21 + 2α1 >
2α2
1 +
λ21
2α2
⇔ λ41 + (2α2 + 2α1)λ21 − 4α22 + 4α1α2 > 0
⇒ λ21 > −α2 − α1 +
√
5α22 − 2α1α2 + α21
⇒ λ21 > −2λ2 +
√
4λ22 + 8λ2 + 8
⇒ λ1 > λ12 =
√
−2λ2 + 2
√
λ22 + 2λ2 + 2
P♦✉r ✉♥ λ2 = 1.1✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ λ11 = 1.61 ❡t λ12 = 1.57✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬▲❡✈✵✸❪✱ λ = 1.5✱ ♠❛✐s ❡♥❝♦r❡ ❛ss❡③ é❧♦✐❣♥é ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤é♦r✐q✉❡ λ1 ≈ 1
♦❜t❡♥✉ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❬▲❡✈✾✽❪✳ ▼❛✐s ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❬❉▲▲✵✺❪✳
■❧ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❛✣♥❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♠❛❥♦r❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ✷❡
q✉❛❞r❛♥t✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐r❛✐t à ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦✉r êtr❡ ❡①♣❧♦✐té❡s✱ ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❬▲❡✈✾✽❪ ❢♦✉r♥✐t ❞é❥à ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠✐♥✐♠❛✉① ❛ss✉r❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ rô❧❡ r❡s♣❡❝✲
t✐❢ ❞✉ t❡r♠❡ ✐♥té❣r❛❧ ❡t ❞✉ t❡r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ λ1
√
L
√|σ1| sign(σ1)✳ ▲❛ ❘❡♠✳ ✸✳✼ ♠♦♥tr❡
❧✬✐♥térêt ❞✉ t❡r♠❡ ✐♥té❣r❛❧ ✿ ✐❧ ❝♦♠♣❡♥s❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ▼❛✐s ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡
❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ❝✳à✳❞ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥té❣r❛t❡✉r ♣✉r✱ ❡t s✐ ❝❡ t❡r♠❡ ét❛✐t
s❡✉❧✱ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♦❜t❡♥✉❡ s❡r❛✐t ❝②❝❧✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✱ ❝♦♠♠❡ ét✉❞✐é ✐❝✐✱
❧❡ s②stè♠❡ ❜♦✉❝❧é ❡st ♠ê♠❡ ✐♥st❛❜❧❡✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ ❧❡ rô❧❡ ❥♦✉é ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱
λ1
√
L
√|σ1| sign(σ1)✱ q✉✐ ❡st ❞❡ st❛❜✐❧✐s❡r ❧❡ s②stè♠❡✳ ■❧ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t✱ s❡✉❧✱ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r
❧❡ s②stè♠❡✱ ♠❛✐s ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ à ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✱ ❡t ❛ ✉♥ rô❧❡ ❞✬❛tté♥✉❛✲
t❡✉r ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✿ ♣❧✉s lambda2 ❡st é❧❡✈é✱ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r ❞❡♠✐ ♣s❡✉❞♦✲♣ér✐♦❞❡
✭❝♦r❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡♠✐✲❡s♣❛❝❡✮ ❡st r❛♣✐❞❡✳
✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣rés❡♥té ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❊❧❧❡ r❡❣♦✉♣❡ ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s ✿
✕ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ✐❞é❛❧ ❞✬♦r❞r❡ n✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡t
❞❡ s❡s n− 1 ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s à 0 ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❡t
✕ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ré❡❧ ❞✬♦r❞r❡ n✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥
❝❤❛tt❡r✐♥❣ ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✳
❯♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ✐❞é❛❧ ♣❡✉t t♦✉t à ❢❛✐t ❛✈♦✐r ❧❛ ♣ré✲
❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ 1 ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡t
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉✬✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ 1 ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ r❡t❛r❞s ♣✉rs ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳
❯♥❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t à ❢❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❞û à ✉♥ r❡t❛r❞ ♣✉r✱ q✉✐
❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡ ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ r✱ ♦ù r ❡st ❧❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❧❛ s♦rt✐❡ ré❡❧❧❡ ♦✉ t♦✉t❡
❛✉tr❡ s♦rt✐❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❞û à ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❛♠♣❧✐✜é❡ ♣❛r
✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♦✉ ❞ér✐✈❛t❡✉r✳ ❯♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✬♦r❞r❡
s✉♣ér✐❡✉r ré❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ q✉❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡
✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✺✼
❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ♦✉ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❢♦rç❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ à ❛tt❡✐♥❞r❡
❡t r❡st❡r s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ s❡ ❢♦♥❞❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❛✈❡❝ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡
♣♦✐❞s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✐ ♣❡r♠❡t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞❡ r❡♥❞r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❧♦❝❛❧❡ ❣râ❝❡ à ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✱ ❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ♣r❡✉✈❡
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳
▼❛✐s ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r r❡t♦✉r ❞✬ét❛t✱ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r s✬✐♠✲
♣♦s❡ s✐ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧✬ét❛t ♥✬❡st ♣❛s ♠❡s✉ré❡✳ ❖r✱ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t
♣❛s ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r r❡t♦✉r ❞❡ s♦rt✐❡✱ ❝✬❡st
à ❞✐r❡ ❞✉ t❛♥❞❡♠ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✕ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭♠❛✐s ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛tt❡✲
r✐♥❣✱ ❝♦♠♠❡ ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮✳ ❈❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s r❡q✉✐èr❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r
r♦❜✉st❡✱ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❡t ❛❞❛♣té à ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞♦♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s s♦♥t ❞✐s❝♦♥✲
t✐♥✉❡s✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ r❡❞é❝♦✉✈❡rts ♣❛r ▲❡✈❛♥t r❡♥s❡✐❣♥❡♥t s✉r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞ér✐✈❛♥t ✉♥ s✐❣♥❛❧
❞♦♥t ✉♥❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❡st ❜♦r♥é❡✱ ♠❛✐s ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❆r✐❡ ▲❡✈❛♥t
❛ ❞❡ ♣❧✉s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛tt❡✐❣♥❛♥t ❝❡tt❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❡t q✉✐
❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r s♦✐t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s
❝♦♠♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré ❡t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✐❞s
q✉❡ ❧❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r s♦♥t ❞❡s ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r ✕ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ r❡st❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✐❞s✱ ✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞♦♥❝ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ♠♦②❡♥♥❛♥t
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦✉ ❞✬êtr❡ ❝♦♥tr❛❝t✐❢✳
▲❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣rés❡♥té ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts
❞✬♦r❞r❡ ✷ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❡①♣♦sé❡✳ ▼ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛✉ss✐ ♣❡t✐ts q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡ ▲❡✈❛♥t✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡t ♣r♦✉✈❡
❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s q✉❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
▲②❛♣✉♥♦✈✳
✺✽ ▼♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❇❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❜❛♥❝ é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬■❘❈❈②◆ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❞❡
❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡s✳ ❙❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❡st ❞✬êtr❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ✈ér✐♥s ♣♥❡✉♠❛✲
t✐q✉❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♠❛✐s ❛♥t❛❣♦♥✐st❡s✳ ▲✬✉♥ ❞❡s ✈ér✐♥✱ ❛♣♣❡❧é ✈ér✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❡st ❝♦♠♠❛♥❞é
♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡st❡r✳ ▲✬❛✉tr❡✱ ❛♣♣❡❧é ✈ér✐♥ ♣❡rt✉r❜❛t❡✉r✱ ❡①❡r❝❡ ✉♥❡ ❢♦r❝❡
❡①tér✐❡✉r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ♣♦✉✈❛♥t ❛✈♦✐r ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ t♦✉t ❛✉ss✐
r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❧❡ ✈ér✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♠❛♥❞é ❡♥
♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✉♥❡ ❡♥tré❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ✉♥❡ s♦rt✐❡ ✿ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t✐❣❡✮ ♦✉ ♠✉❧t✐✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ✿ ❞❡✉① ❡♥tré❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❞❡✉① s♦rt✐❡s ✿ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t✐❣❡ ❡t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♠❜r❡s✳
❈❡tt❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ♣❡rt✉r❜❛tr✐❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❤♦✐① ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭♠♦♥♦ ♦✉ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡✮ ❛❧❧✐é❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐✈❡ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❢♦♥t ❞❡ ❝❡ ❜❛♥❝ ✉♥❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ❧❡s t❡sts ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r
♦✉ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s r♦❜✉st❡s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦✛r❡ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐ ❡t
❞✉ s✐♠✉❧❛t❡✉r✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✜♥✱
♣✉✐s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡st✐♥é à ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♦✉ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❛
❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣ré❜♦✉❝❧❛❣❡s ❧✐♥é❛r✐s❛♥ts ♠♦♥♦✲ ❡t ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡s✳
✹✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡
✹✳✶✳✶ P❛rt✐❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡
▲❛ ♣❛rt✐❡ ♠♦❜✐❧❡ ❞✉ ❜❛♥❝ ❡st ✉♥ ❝❤❛r✐♦t ❣✉✐❞é ♣❛r ✉♥❡ ❣❧✐ss✐èr❡ à ❜✐❧❧❡s✳ ■❧ ❡st ♠✐s ❡♥
♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ✷ ✈ér✐♥s ♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡s ❛♥t❛❣♦♥✐st❡s s✐t✉és ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝ôté ❞✉ ❝❤❛r✐♦t✳ ▲❡s
❝②❧✐♥❞r❡s ❞❡s ✈ér✐♥s s♦♥t r❡❧✐és ❛✉ ❜ât✐✱ ❡t ❧❡✉rs t✐❣❡s ❛✉ ❝❤❛r✐♦t✱ ♣❛r ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s r♦t✉❧❡s
♣♦✉r s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❡✛♦rts tr❛♥s✈❡rs❛✉① ❞❛♥s ❧❡s ✈ér✐♥s✳
✹✳✶✳✷ ❱ér✐♥s
❯♥ ✈ér✐♥ ♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡ ♦✉ ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ t✉❜❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ✭❧❡ ❝②❧✐♥❞r❡✮
❡t ❞✬✉♥❡ ♣✐è❝❡ ♠♦❜✐❧❡ ✭❧❡ ♣✐st♦♥✮ q✉✐ sé♣❛r❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡ ❡♥ ❞❡✉① ❝❤❛♠❜r❡s ✐s♦❧é❡s
❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❯♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠❜r❡s ✭❡t✴♦✉ ❞❡ ❢♦r❝❡ ❞✉❡
à ❞❡s r❡ss♦rts✮ ❝ré❡ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ s✬❡①❡rç❛♥t s✉r ❧❡ ♣✐st♦♥✳ ❯♥❡ t✐❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❡s
❡✛♦rts ❡t ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞✉ ♣✐st♦♥ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✉ ✈ér✐♥✳
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥ ✈ér✐♥ s♦♥t ✿
✻✵ ❇❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡
❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ❇❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬■❘❈❈②◆✳ ➚ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡ ✈ér✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱
❛✉ ♠✐❧✐❡✉✱ ❧❡ ❝❤❛r✐♦t ♠♦❜✐❧❡✱ à ❞r♦✐t❡✱ ❧❡ ✈ér✐♥ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳
✕ s❛ ❝♦✉rs❡ ✿ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧✳ ■❧ ❞é♣❡♥❞ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦♥✲
❣✉❡✉r ❞✉ ✈ér✐♥✱ ♠❛✐s ❝❡rt❛✐♥s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❡r à ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡
✈ér✐♥ é❣❛❧❡ ✭✈ér✐♥s té❧és❝♦♣✐q✉❡s✮✳
✕ ❧❛ ❢♦r❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ✿ ❡❧❧❡ ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♠❛①✐✲
♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛♠❜r❡s ❡t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✉t✐❧❡ ❞✉ ✈ér✐♥ ✿ F = ∆P Su✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ✉t✐❧❡
❡st ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡①❡r❝❡ ✉♥❡ ♣r❡ss✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs é❣❛❧❡
à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✐♥tér✐❡✉r❡ ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡✱ ❝❛r ♦♥ ❞♦✐t s♦✉✈❡♥t r❡tr❛♥❝❤❡r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
t✐❣❡✱ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ♥❡ s✬❡①❡r❝❡ ♣❛s✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① t②♣❡s ❞❡ ✈ér✐♥s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❧❛ss❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s❡❧♦♥ ✷ ❝r✐tèr❡s✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❡✛♦rts ❡t ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✭❧❛ t✐❣❡✮ ✿
s✐♠♣❧❡ t✐❣❡ ✿ ❧❛ t✐❣❡ ♥❡ s♦rt q✉❡ ❞✬✉♥ ❝ôté ❞✉ ✈ér✐♥✳ ❈❡ ✈ér✐♥ ❡st ♣❡✉ ❝♦ût❡✉①✱ ❝❛r ❧✬ét❛♥✲
❝❤é✐té ❞②❛♠✐q✉❡ ♥❡ ❞♦✐t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ q✉❡ ❞✬✉♥ ❝ôté✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡ à ♠❡ttr❡
❡♥ ÷✉✈r❡✱ ❝❛r ✉♥ s❡✉❧ ❝ôté ❞✉ ✈ér✐♥ ❡st ♠♦❜✐❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉
✈ér✐♥ ♥✬❡st ♣❛s s②♠étr✐q✉❡✱ ❝❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✉t✐❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés
✭❞✬✉♥ ❝ôté✱ ❡❧❧❡ ❡st ré❞✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t✐❣❡✱ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ♥♦♥✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❢❛✉t
✈❡✐❧❧❡r à é✈✐t❡r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ♦✉ ❡✛♦rts tr❛♥s✈❡rs❛✉① s✉r ❧❡ ✈ér✐♥✱ ❝❛r ❝❡❧❛ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❞❡s
❡✛♦rts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ♣✐st♦♥ ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡♥❣❡♥❞r❡r
✉♥❡ ✉s✉r❡ ♣ré♠❛t✉ré❡ ❞❡s ❥♦✐♥ts ✐♥tér✐❡✉rs✳
❞♦✉❜❧❡ t✐❣❡ ✿ ❧❛ t✐❣❡ tr❛✈❡rs❡ ❧❡ ✈ér✐♥ ❡t s♦rt ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés✳ ❈❡tt❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❧é❣èr❡✲
♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡ q✉❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬ét❛♥❝❤é✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡
❞❡ ❣ér❡r ❧❛ ❝♦✉rs❡ ❞❡ ❧❛ t✐❣❡ ❞✉ ❝ôté ♥♦♥ ✉t✐❧✐sé✳ ❈❡❧❛ r❡q✉✐❡rt ♣❛r❢♦✐s ✉♥ ❝❛rt❡r✱ ♣♦✉r
❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ sé❝✉r✐té✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ✈ér✐♥ ❡st s②♠étr✐q✉❡✱ ❡t ❞❡s
❡✛♦rts tr❛♥s✈❡rs❛✉① ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts s♦♥t t♦❧ér❛❜❧❡s✱ ❝❛r ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡s ♣❛❧✐❡rs✱ ♣❛s ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✐♥tér✐❡✉r✳
✹✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡ ✻✶
❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬■❘❈❈②◆
s❛♥s t✐❣❡ ✿ ❧❡ ♣✐st♦♥ ❣❧✐ss❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦✜❧é ❛②❛♥t ✉♥❡ ❢❡♥t❡ s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✳ ▲❡ ♣r♦✜❧é
❡st ❢❡r♠é ♣❛r ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞✬ét❛♥❝❤é✐té s♦✉♣❧❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ✈ér✐♥ ♥✬❡①✐st❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s
✈ér✐♥s ♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡s✱ ❝❛r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ✈ér✐♥s ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡s s❡r❛✐t tr♦♣ ❢♦rt❡✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝r✐tèr❡ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛♠❜r❡s s♦✉s ♣r❡ss✐♦♥ ✿
✈ér✐♥ ❞♦✉❜❧❡ ❡✛❡t ✿ ▲❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠❜r❡s s♦♥t s♦✉s ♣r❡ss✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞é♣❡♥❞
❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛♠❜r❡s✳
✈ér✐♥ s✐♠♣❧❡ ❡✛❡t ✿ ▲❡ ✢✉✐❞❡ ♥✬❡st ✐♥❥❡❝té q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❤❛♠❜r❡✳ ❯♥ r❡ss♦rt r❡♠✲
♣❧❛❝❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❝❤❛♠❜r❡✳
■❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ✈ér✐♥s s♣é❝✐❛✉① ❛❞❛♣tés à ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ▲❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r❡st❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ✈ér✐♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♠ê♠❡
s✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✳
▲❡s ✈ér✐♥s ❝❤♦✐s✐s ♣♦✉r ❧❡ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐ s♦♥t ✿
✐❞❡♥t✐q✉❡s ✿ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦r❝❡ ♣❡rt✉r❜❛tr✐❝❡ ❥✉sq✉✬à ❧❛
♠ê♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❧❡ ✈ér✐♥✳ ❈❡❧❛
♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❛♥s ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❡①trê♠❡s✳
à ❞♦✉❜❧❡ t✐❣❡ ✿ ❝❡ q✉✐ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❝❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❡st s②♠étr✐q✉❡✳
à ❞♦✉❜❧❡ ❡✛❡t ✿ ❞♦♥❝ ❛②❛♥t ❞❡✉① ❡♥tré❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞✬❛✐r ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s ❝❤❛♠❜r❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s à ❞❡✉① ❡♥tré❡s✳
■❧s ♦♥t ✉♥❡ ❝♦✉rs❡ ❞❡ ✼✺♠♠✱ ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ✽✵ ♠♠✱ ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ t✐❣❡ ❞❡ ✷✺
♠♠✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ✼ ❜❛r ❡t q✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡ ❡st
❞❡ ✶ ❜❛r✱ ❧✬❡✛♦rt ♠❛①✐♠❛❧ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ✉♥ ✈ér✐♥ ❡st ❞❡ ✸✶ ❦◆✳
✹✳✶✳✸ ❙❡r✈♦❞✐str✐❜✉t❡✉rs
▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❛❞♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ✢✉✐❞❡ s♦✉s ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬é❝❤❛♣♣❡♠❡♥t ✭à ❜❛ss❡ ♣r❡ss✐♦♥✮
❞✬✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ❞✬✉♥ ✈ér✐♥ ❤②❞r❛✉❧✐q✉❡ ♦✉ ♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡ ❡st ré❛❧✐sé ♣❛r ✉♥ ❞✐str✐❜✉t❡✉r✳
■❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ ♣✐è❝❡ ♠♦❜✐❧❡✱ ❧❡ t✐r♦✐r✱ ❝♦✉❧✐ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦r♣s ✜①❡✱ ❧❛ ❝❤❡♠✐s❡✳
▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ t✐r♦✐r ❞ét❡r♠✐♥❡ q✉❡❧s ♦r✐✜❝❡s s♦♥t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞✐str✐❜✉t❡✉rs
✻✷ ❇❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡
❝❧❛ss✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♥ç✉s ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❡♥ t♦✉t ♦✉ r✐❡♥ ✿ ❧❡s ♦r✐✜❝❡s s♦♥t ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t
❝♦♥♥❡❝tés ♦✉ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❜❧♦q✉és✳ ■❧s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ré❣✉❧❡r ❧❡ ❞é❜✐t✳ ■❧ ❡①✐st❡
❛✉ss✐ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t❡✉rs ♣r♦❣r❡ss✐❢s ♦✉ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s✱ s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧és s❡r✈♦❞✐str✐❜✉t❡✉rs✳ ■❧s
❛ss✉r❡♥t ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ♦r✐✜❝❡s ♦ù ❝✐r❝✉❧❡ ❧✬❛✐r ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ✜♥❡♠❡♥t ❧❡ ❞é❜✐t✳
❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t❡✉rs s✉✐✈❛♥t
✕ ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦r✐✜❝❡s✱ ❝✳à✳❞ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐t❡s s♦rt❛♥t ❞✉ ❝♦r♣s ❞✉ ❞✐str✐❜✉✲
t❡✉r✱
✕ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❝✳à✳❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧
♣❡✉t s❡ tr♦✉✈❡r✳
▲❡ ✈ér✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❛r ✷ s❡r✈♦❞✐str✐❜✉t❡✉rs ✸✴✸ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s ❙❡r✈♦✲
tr♦♥✐❝ ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ❏♦✉❝♦♠❛t✐❝✱ ❝❤❛❝✉♥ ❝♦♥trô❧❛♥t ❧❡ ❞é❜✐t ❞✬❛✐r ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♠❜r❡✳ ■❧s
♦♥t ✸ ♦r✐✜❝❡s ✿
✕ ❧✬❛❞♠✐ss✐♦♥ ❞✬❛✐r s♦✉s ♣r❡ss✐♦♥ ✭✼ ❜❛r✮✱
✕ ❧✬é❝❤❛♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛✐r à ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛♠❜✐❛♥t❡✱
✕ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝♦♥♥❡❝té❡ à ✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ ❞✉ ✈ér✐♥✱
❡t ✸ ♣♦s✐t✐♦♥s ✿
✕ ❝❤❛♠❜r❡ ❝♦♥♥❡❝té❡ à ❧✬❛❞♠✐ss✐♦♥✱
✕ ❝❤❛♠❜r❡ ♥♦♥ ❝♦♥♥❡❝té❡✱
✕ ❝❤❛♠❜r❡ ❝♦♥♥❡❝té❡ à ❧✬é❝❤❛♣♣❡♠❡♥t✳
❈♦♠♠❡ ✐❧s ♥❡ ❝♦♥trô❧❡♥t q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❞é❜✐t ❞✬❛✐r✱ ❝❡s ❞✐str✐❜✉t❡✉rs s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧és
s❡r✈♦✈❛❧✈❡s✳
❈♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡ ❞é❜✐t ❞✬❛✐r ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♠❜r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡
❡♥ ♣❧❛❝❡ s♦✐t ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡✱ à ✷ ❡♥tré❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ s♦✐t ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡♥ ♣✐❧♦t❛♥t ✉♥❡ s❡r✈♦✈❛❧✈❡ ♣❛r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♦♣♣♦sé à ❧✬❛✉tr❡ ✿ q✉❛♥❞ ❧✬❛✐r ❡st
❛❞♠✐s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡✱ ✐❧ s✬é❝❤❛♣♣❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳
▲❡ ✈ér✐♥ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❛r ✉♥ s❡r✈♦❞✐str✐❜✉t❡✉r ✺✴✸ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧
❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ❙❝❤♥❡✐❞❡r✳ ■❧ ❛ ✺ ♦r✐✜❝❡s ✿ ✶ ❛❞♠✐ss✐♦♥✱ ✷ é❝❤❛♣♣❡♠❡♥ts✱ ❡t ✷ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s
✭❝♦♥♥❡❝té❡s ❛✉① ❝❤❛♠❜r❡s ❞✉ ✈ér✐♥✮ ❀ ❡t ✸ ♣♦s✐t✐♦♥s ✿ ❝❤❛♠❜r❡s ♥♦♥ ❝♦♥♥❡❝té❡s✱ ❛❞♠✐ss✐♦♥
❞❛♥s ✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡✱ é❝❤❛♣♣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❡t ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳
❈❡ ❞✐str✐❜✉t❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡ ✈ér✐♥ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡ ✈ér✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❡♥
♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞✬❡♥✈♦②❡r à ✉♥❡ s❡r✈♦✈❛❧✈❡ ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳
✹✳✶✳✹ ❈❛♣t❡✉rs✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
▲❡s ❝❛♣t❡✉rs s♦♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✺ ✿
✕ ❧❡ ❝❛♣t❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t ♠♦❜✐❧❡ ❡st ✉♥ ▲❱❉❚✳
✕ ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♠❜r❡ ❞✉ ✈ér✐♥✳
✕ ❧❡ ❝❛♣t❡✉r ❞❡ ❢♦r❝❡✱ ♠♦♥té ❡♥ sér✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈ér✐♥✳
✕ ❧❡ ❝❛♣t❡✉r ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st
❜✐❡♥ ❞❡ ✼ ❜❛r ❡t ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❛s tr♦♣✳
❯♥❡ ❝❛rt❡ ❉❙♣❛❝❡ r❡ç♦✐t ❧❡s s✐❣♥❛✉① ✐ss✉s ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✉
✈ér✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❧❡s ❡♥✈♦✐❡ ❛✉① s❡r✈♦✈❛❧✈❡s✱ ❡t ❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡ ❞✬❡✛♦rt ❛✉ ré❣✉❧❛t❡✉r
P■❉ ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥trô❧❛♥t ❧❡ s❡r✈♦❞✐str✐❜✉t❡✉r ❞✉ ✈ér✐♥ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❝❛rt❡ ❡st
♣✐❧♦té❡ ♣❛r ✉♥ P❈ ❣râ❝❡ à ▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦✴❘❡❛❧ ❚✐♠❡ ❲♦r❦s❤♦♣ ❡t ❈♦♥tr♦❧❉❡s❦✳
✹✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✻✸
❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❆▼❊❙✐♠ ❜✉ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s
Dynamique
tiroir P (utirP ,u˙tirP )
Carac. statique
servo P
Dynamique fluide
chambre P (pP ,TP )
Dynamique
tiroir N (utirN ,u˙tirN )
Carac. statique
servo N
Dynamique fluide
chambre N (pN ,TN )
+
-
Dynamique
tige (y,v)
uP utirP qmP SP pP
uN utirN qmN
SN pN
y
F
❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❝♦♠♣❧❡t✮ ❞✉ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬■❘❈✲
❈②◆
❚♦✉t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♦✉ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞é ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡
❢❛✐r❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐ ❛ été ré❛❧✐sé s♦✉s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆▼❊❙✐♠✱ s♣é❝✐❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ s✐✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s s②stè♠❡s à ✢✉✐❞❡ s♦✉s ♣r❡ss✐♦♥✱
s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✈❡rs ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ s②stè♠❡✳
▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♦✉ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡st❡r ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té s♦✉s ▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦✱
❡t s✐♠✉❧é ♣❛r ❝♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆▼❊❙✐♠✳ ▲❛ ❝♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥♥❡❝t❡r
♣❧✉s✐❡✉rs ❧♦❣✐❝✐❡❧s✱ ❝❤❛❝✉♥ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ✉♥
s②stè♠❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡q✉ér❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té✳
❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s à ❆▼❊❙✐♠✱ q✉✐ s✐♠✉❧❡ ❧❡
s②stè♠❡ s✉r ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❡♥✈♦✐❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts à ❙✐♠✉❧✐♥❦ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
r❡ç✉❡ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❧❛ ❝♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❣éré❡ ❞❛♥s ❙✐♠✉❧✐♥❦
♣❛r ✉♥ ❜❧♦❝ s✐♠✉❧❛♥t ❧❡ s②stè♠❡✳ ❈❡ ❜❧♦❝ ❛②❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❡♥tré❡s ❡t s♦rt✐❡s
q✉❡ ❧❡ ❜❧♦❝ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❡♥tré❡s ❡t s♦rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❉❙♣❛❝❡✱ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ré✉t✐❧✐s❛❜❧❡ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐ ré❡❧✳
✻✹ ❇❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡
✹✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛✉ss✐ ❝♦♠♣❧❡t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱
♣♦✉r q✉❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦✐❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ■❧ s❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ s✐♠♣❧✐✜é ♣♦✉r ❡♥
❡①tr❛✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡st✐♥é à ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♦✉ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♣❤②s✐q✉❡s q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❜❛♥❝
s♦♥t ✿
✕ y ✿ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t ♠♦❜✐❧❡✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ t✐❣❡ ❞❡s ✈ér✐♥s✳
✕ v ✿ y˙✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t ♠♦❜✐❧❡✳
✕ pP ❡t pN ✿ ❧❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ✷ ❝❤❛♠❜r❡s P ❡t ◆ ❞✉ ✈ér✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ▲❛ ❝❤❛♠❜r❡
P ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ q✉✐✱ ♠✐s❡ s♦✉s ♣r❡ss✐♦♥✱ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t P♦s✐t✐❢
❞✉ ❝❤❛r✐♦t s✉✐✈❛♥t ❧✬❛①❡ y✱ ❡t ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ◆✱ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ◆é❣❛t✐❢✳
✕ Ff ✿ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t à ❧✬÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈ér✐♥ ✭❢r♦tt❡♠❡♥ts s❡❝s ❡t ✈✐sq✉❡✉①✮
✕ F ✿ ❧❛ ❢♦r❝❡ ♣❡rt✉r❜❛tr✐❝❡
✕ TP ❡t TN ✿ ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♠❜r❡s P ❡t ◆ ❞✉ ✈ér✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝♦♠♠❛♥❞❡r q✉❡ ❧❡ ✈ér✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s♦✉♠✐s à ✉♥ ❡✛♦rt ❡①tér✐❡✉r
q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ✈ér✐♥ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❞ét❛✐❧❧é✳ ❖♥ ❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥ ❡✛♦rt F ✳
✹✳✷✳✶ P❛rt✐❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♠♦❜✐❧❡ ✿ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t ♠♦❜✐❧❡✱ ❝✳à✳❞ ❧❡ ❝❤❛r✐♦t
❡t ❧❡s ♣✐st♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ✈ér✐♥s✳
dv
dt
=
1
M
(SPpP − SNpN − Ff − F )
dy
dt
= v
✭✹✳✶✮
♦ù M ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ s♦✐t ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t ❡t ❞❡s ✷ t✐❣❡s✱ SP ❡st ❧❛ s✉r❢❛❝❡
✉t✐❧❡ ❞✉ ♣✐st♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ P✱ ❡t SN ✱ ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ◆✳ Ff ❡st ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡
❢r♦tt❡♠❡♥t✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥ts ✈✐sq✉❡✉① ❡t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥ts s❡❝s✳ ▲❡ ❢r♦tt❡✲
♠❡♥t ✈✐sq✉❡✉① ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✿ bv✱ ❛✈❡❝ b ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t
✈✐sq✉❡✉①✱ ▲❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t s❡❝✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ❡st ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❜✐❡♥
ré♣ét❛❜❧❡✱ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r
❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆▼❊❙✐♠✱ q✉✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
❬❆❉❈✾✹✱ ❑❛r✽✺❪✳ ▲❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t s❡❝ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✿
Fsec =
{
FS sign(v) s✐ |v| < δvit
FC + (FS − FC)e−
|v−δvit|
c sign(v) s✐ |v| > δvit
✭✹✳✷✮
♦ù FS ❡st ❧❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t s❡❝ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡t FC < FS✱ ❧❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t s❡❝ ♣♦✉r ✉♥
♠♦✉✈❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ δvit ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡
❢❛✐t q✉✬✉♥ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭✐♥❢ér✐❡✉r❡ à δvit✮ ❡st q✉❛s✐♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐
❞✬✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♥✉❧❧❡✱ ❡t c ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✜①❛♥t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✈✐t❡ss❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ✈✐t❡ss❡
r❛♣✐❞❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡✛❡t ❙tr✐❜❡❝❦✱ ❝✳à✳❞ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡st
♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❛✉ r❡♣♦s q✉✬❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ❡♥tr❡ ❧❡s ✷ s✉r❢❛❝❡s ❡♥ ❝♦♥t❛❝t✳
P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t✐❣❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛
♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❤❛♠❜r❡s ❞✉ ✈ér✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳
✹✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✻✺
✹✳✷✳✷ ❱ér✐♥
❯♥ ✈ér✐♥ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✷ ❝❤❛♠❜r❡s à ✈♦❧✉♠❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞✉ ♣✐st♦♥✳ ▲✬❡✛♦rt ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❧❡ ✈ér✐♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❞✉ ❣❛③ ❞❛♥s ❝❡s ❝❤❛♠❜r❡s✱
❞♦♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ r❡❧è✈❡ ❞❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❙❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ❞ér✐✈❡r ✉♥
♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t✱ ♠❛✐s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✐✣❝✐❧❡s à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳
❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ❡①♣❧♦✐t❡r❛ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳
▲✬ét✉❞❡ ❡st ❢❛✐t❡ s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✿
✕ ❧✬❛✐r ❡st ✉♥ ❣❛③ ♣❛r❢❛✐t✱
✕ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞✉ ❣❛③ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡✱
✕ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s✬❡✛❡❝t✉❡ s❛♥s é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ♦✉ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✈❡❝ ❧✬❡①tér✐❡✉r✱
✕ ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣✐st♦♥ ❡st ré✈❡rs✐❜❧❡✱
✕ ❧❡s ❝♦♥❞✉✐t❡s ❞✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬é❝❤❛♣♣❡♠❡♥t s♦♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❤❛✉t❡✉r✱ ❧❛ ❣r❛✈✐té
♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s
❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t ✈r❛✐ ❧♦rs ❞❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡s r❛♣✐❞❡s✳
▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❣❛③ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t s♦♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ❡st r❡❧✐é❡ à ❧❛ ♠❛ss❡
❞❡ ❣❛③ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ❡t à s❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts
pV = mrT
♦ù r ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ ♠❛ss❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❣❛③ ❡t ❞❡ s❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ❣❛③ à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ à ✈♦❧✉♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ V ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞é❜✐t ♠❛ss✐q✉❡
qmin ❡♥tr❛♥t ❡t qmout s♦rt❛♥t✳
dm
dt
=
dmin
dt
− dmout
dt
= qmin − qmout ✭✹✳✸✮
▲❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❡st r❡❧✐é❡ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞✉ ❣❛③ E ♣❛r
E = mcvT
♦ù cv ❡st ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té t❤❡r♠✐q✉❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ❣❛③✳
❖r✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡ dE ❞✉ ❣❛③ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❧❡
♣r❡♠✐❡r ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥ s②stè♠❡ ♦✉✈❡rt
dE = hindminhoutdmout + δW + δQ ✭✹✳✹✮
♦ù
✕ δW ❡st ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❢♦✉r♥✐ ❛✉ ❣❛③✳ ❙✬✐❧ ② ❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t
δW = −pdv
✕ hin ❡st ❧✬❡♥t❤❛❧♣✐❡ ♠❛ss✐q✉❡ ❞✉ ✢✉① ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ❡♥tr❛♥t✳ ■❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
hin = cpTs ✭✹✳✺✮
♦ù cp ❡st ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té t❤❡r♠✐q✉❡ ♠❛ss✐q✉❡ ❡t Ts ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ t②♣✐q✉❡✲
♠❡♥t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛♠❜✐❛♥t❡✳
✻✻ ❇❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡
✕ hout ❡st ❧✬❡♥t❤❛❧♣✐❡ ♠❛ss✐q✉❡ ❞✉ ✢✉① ❞❡ ♠❛t✐èr❡ s♦rt❛♥t✳ ■❧ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
hout = cpT
♦ù T ❡st ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ ❣❛③ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡✳
✕ δQ ❡st ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r ❢♦✉r♥✐❡ ❛✉ ❣❛③✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼❛②❡r ♣♦✉r ✉♥ ❣❛③
♣❛r❢❛✐t ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡
γ =
cp
cv
cv =
r
γ − 1
♦ù cv ❡st ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té t❤❡r♠✐q✉❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳
❊♥ s✬✐♥tér❡ss❛♥t ♥♦♥ ♣❛s à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡ dE ♠❛✐s à s❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
dE
dt
❡t
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❊q✳ ✭✹✳✹✮ ❡t ❊q✳ ✭✹✳✸✮ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿
dT
dt
= −(γ − 1)T
V
dV
dt
+
rT
pV
(γTs − T )qmin − rT
2
pV
(γ − 1)qmout + (γ − 1) T
pV
δQ
dt
dp
dt
= −γ p
V
dV
dt
+
γrT
V
qmin − γrT
V
qmout − (γ − 1)
V
δQ
dt
✭✹✳✻✮
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡st ❞✬✉♥❡ ♣❛rt très ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt
❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ❞✐✣❝✐❧❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t
❡st ✿
δQ
dt
= Seλ(Ts − T ) ✭✹✳✼✮
♦ù Se ❡st ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ✭❧❛ ♣❛r♦✐ ❡①t❡r♥❡ ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡✮ ❡t λ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ tr❛♥s❢❡rt
t❤❡r♠✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ✿
✕ ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❣❛③ ❡t ❧❛ ♣❛r♦✐ ✐♥t❡r♥❡ ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡✱
✕ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ✐♥t❡r♥❡ ❡t ❧❛ ♣❛r♦✐ ❡①t❡r♥❡ ❞✉ ❝②❧✐♥❞r❡✱
✕ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❡①t❡r♥❡ ❡t ❧✬❛✐r ❛♠❜✐❛♥t✳
❈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞ét❡r♠✐♥é ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❡t ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❝♦♠♣❧❡①❡✱ ✈♦✐r❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s s✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✜♥❡✳
❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✉♥
♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✉♥❡ ❛❞♦♣t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ♣♦❧②tr♦♣✐q✉❡ T kp1−k =
constante ♦ù ❧❡ ❝♦❡✣❝❡♥t k ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❝❛s k = 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s♦t❤❡r♠❡ ✭à t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t❡✮ ré✈❡rs✐❜❧❡✱ ❡t k = γ à ✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡ ✭s❛♥s é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ❛✈❡❝ ❧✬❡①tér✐❡✉r✮ ré✈❡rs✐❜❧❡✳ ❈♦♠♠❡
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞ét❡♥t❡ ✭❧❡ ❣❛③✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t à ✼ ❜❛r✱ s❡ r❡tr♦✉✈❡
❛♣rès ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s r❡❧â❝❤é ❞❛♥s ❧✬❛✐r ❛♠❜✐❛♥t✮ k s❡r❛ ❝❤♦✐s✐ ✐♥❢ér❡✉r à γ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡st très r❛♣✐❞❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❞♦♥❝ s♦✉✈❡♥t q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡✳ ❙✐ ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✐♠✲
♣♦sés ét❛✐❡♥t ❡①trè♠❡♠❡♥t ❧❡♥ts✱ ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s t❤❡r♠✐q✉❡s ✐♠♣♦s❡r❛✐❡♥t ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡
❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡ à ❧❛ t❡♠♣ér❛✉tr❡ ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r❛♠t✐♦♥
✐s♦t❤❡r♠❡✳ ❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡ s❡ s✐t✉❡ ❞♦♥❝❡♥tr❡ ❧✬❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡ ❡t ❧✬✐s♦t❤❡r♠❡✱ ❞♦♥❝
1 < k < γ✳ ❈❡tt❡ ❧♦✐ ♣♦❧②tr♦♣✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♦✉tr❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬✐rré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ ❢❛❝✐❧❡ à ❡①♣❧♦✐t❡r✳ ❈❡tt❡ ✐rré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞✉❡ ❛✉
✹✳✷ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✻✼
t❡r♠❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r
δQ
dt
✱ q✉✐ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ♣♦❧②tr♦♣✐q✉❡✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝
T kp1−k = T k0 p
1−k
0
dp
dt
= −k p
V
dV
dt
+
krT
V
(qmin − qmout)
✭✹✳✽✮
▲❡ ❞é❜✐t ♠❛ss✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ♠❛✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡s
s❡r✈♦❞✐str✐❜✉t❡✉rs✳
✹✳✷✳✸ ❙❡r✈♦❞✐str✐❜✉t❡✉rs
▲❡s s❡r✈♦✈❛❧✈❡s s♦♥t ♠♦❞é❧✐sé❡s ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿
✕ ❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ st❛t✐q✉❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ❞é❜✐t ♠❛ss✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
✭✜①❡✮ ❞✉ t✐r♦✐r ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ à ❧✬♦r✐✜❝❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✭❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ❞✉
✈ér✐♥✮✳
✕ ❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ t✐r♦✐r ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❛r
❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ s❡r✈♦✈❛❧✈❡✳
▲❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ st❛t✐q✉❡ ❡st ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✐♥❝❡rt❛✐♥❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡st
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ré❣✐♠❡ st❛t✐q✉❡✳ ❈❡s ♣♦✐♥ts ♦♥t été ✐♥t❡r♣♦❧és
♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❛✣♥❡s ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳
qm(utir, p) = φ(p) + ψ(p, sign(utir))utir ✭✹✳✾✮
♦ù utir ❡st ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ t✐r♦✐r ✭s✐ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ t✐r♦✐r ét❛✐t ✐♥st❛♥t❛♥é❡✱ utir s❡r❛✐t
é❣❛❧ à ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u✮✱ p ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ s❡r✈♦✈❛❧✈❡ ✭♣♦✉r ♥♦✉s✱
❧❛ ❝❤❛♠❜r❡ ❞✉ ✈ér✐♥✮✱ φ(P ) ❡st ❧❡ ❞é❜✐t ❞❡ ❢✉✐t❡ ❡t ψ(P, sign(utir)) ❧❡ ❞é❜✐t ✏✉t✐❧❡✑✳ ■❧ ❡st
❞✐✛ér❡♥t à ❧✬é❝❤❛♣♣❡♠❡♥t ✭utir < 0✮❡t à ❧✬❛❞♠✐ss✐♦♥ ✭utir > 0✮✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✷ ♣♦❧②♥ô♠❡s
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳
▲❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛ été ✐❞❡♥t✐✜é❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ✷❡ ♦r❞r❡ ✿
d2utir
dt2
+ 2ζ
dutir
dt
+ ω0 = u ✭✹✳✶✵✮
❙❛ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❡st ω0 = 942 rad/s ❡t s♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ζ = 0.7✳
✹✳✷✳✹ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞✉ ❜❛♥❝ s✐♠✉❧é ♣❛r ❆▼❊❙✐♠ r❡♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠é❝❛✲
♥✐q✉❡s ❊q✳ ✭✹✳✶✮ ❡t ❊q✳ ✭✹✳✷✮✱ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❊q✳ ✭✹✳✻✮ ❡t ❊q✳ ✭✹✳✼✮✱ ❡t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s st❛t✐q✉❡ ❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s s❡r✈♦✈❛❧✈❡s✳ ✐❧ ❡st s❝❤é♠❛t✐sé ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✳ ✹✳✹✳
▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t✐r♦✐r ✭x = P ❡t x = N✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❊q✳ ✭✹✳✶✵✮
d2utirx
dt2
+ 2ζ
dutirx
dt
+ ω0 = ux
❡t s❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ st❛t✐q✉❡ ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❛✉①✳
✻✽ ❇❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡
▲❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡t ❞❡s ♣❛rt✐❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✉ ✈ér✐♥ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r
dTP
dt
= −(γ − 1) TP
VP (y)
dVP (y)
dt
+
rT 2P
pPVP (y)
(γ − 1)qmP (utirP , pP ) + (γ − 1)
TP
pPVP (y)
δQP
dt
dpP
dt
= −γ pP
VP (y)
dVP (y)
dt
+
γrTP
VP (y)
qmP (utirP , pP )−
(γ − 1)
VP (y)
δQP
dt
dTN
dt
= −(γ − 1) TN
VN(y)
dVN(y)
dt
+
rT 2N
pNVN(y)
(γ − 1)qmN (utirN , pN) + (γ − 1)
TN
pNVN(y)
δQN
dt
dpN
dt
= −γ pN
VN(y)
dVN(y)
dt
+
γrTN
VN(y)
qmN (utirN , pN)−
(γ − 1)
VN(y)
δQN
dt
dv
dt
=
1
M
(SPpP − SNpN − Ff − F )
dy
dt
= v
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❛✈❡❝ ✿
✕ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡s ❝❤❛♠❜r❡s✱ V0 ét❛♥t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♠❜r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣✐st♦♥ ❡♥
♣♦s✐t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ✿
VP (y) = V0 + SPy
VN(y) = V0 − SNy
✕ ▲✬é❝❤❛♥❣❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ✿
δQx
dt
= Sxeλ(Ts − Tx)
❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❡st ❞♦♥❝ ❞✬♦r❞r❡ ✶✵✱ ❡t ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s r❛♣✐❞❡s ✭t✐r♦✐r
❞❡s s❡r✈♦✈❛❧✈❡s✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡♥t❡s ✭♣✐st♦♥✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s t❡r♠❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s ✿ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
st❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s❡r✈♦✈❛❧✈❡✱ ❢r♦tt❡♠❡♥ts✱✳ ✳ ✳ ✱ ❡t ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ▼ê♠❡ s✬✐❧ ❡st
✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs
♦✉ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳
✹✳✷✳✺ ▼♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ré❞✉✐t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❢❛✐t❡s ✿
✕ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s s❡r✈♦✈❛❧✈❡s ❡st ♥é❣❧✐❣é❡✱ ❝❛r très r❛♣✐❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❞❡
❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♠❜r❡s ♦✉ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣✐st♦♥✳ ▲❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ st❛t✐q✉❡ ❡st
❝♦♥s❡r✈é❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡✳
✕ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡st ♥é❣❧✐❣é❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉
✈ér✐♥ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛♠❜✐❛♥t❡✳
❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ✹❡ ♦r❞r❡
p˙P =
krT
VP (y)
[φP (pP ) + ψP (pP , sign(uP ))uP − S
rT
pPv]
p˙N =
krT
VN(y)
[φN(pN) + ψN(pN , sign(uN))uN +
S
rT
pNv]
v˙ =
1
M
[S(pP − pN)− Ff − F ]
y˙ = v
♦ù S = SP = SN ❡st ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✉t✐❧❡ ❞✉ ✈ér✐♥✱ é❣❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠❜r❡s✱ ❝❛r ❧❡ ✈ér✐♥
❡st à ❞♦✉❜❧❡ t✐❣❡✳
✹✳✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♠♦♥♦ ❡t ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ✻✾
❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛✣♥❡ ❡♥ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ♣❡✉t s❡ ♠❡ttr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
x˙ = f(x) + g(x)u ✭✹✳✶✷✮
❊♥ ❡✛❡t✱


p˙P
p˙N
v˙
y˙


=


krT
VP (y)
[φP (pP )− S
rT
pPv]
krT
VN(y)
[φN(pN) +
S
rT
pNv]
1
M
[S(pP − pN)− Ff − F ]
v


+


krT
VP (y)
ψP (pP , sign(uP )) 0
0
krT
VP (y)
ψN(pN , sign(uN))
0 0
0 0


[
uP
uN
]
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✹✳✷✳✻ ❱❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ✿
✕ ▼❛ss❡ ✿ M = 3.4 ❦❣
✕ ❙❡❝t✐♦♥ ✉t✐❧❡ ✿ SP = SN = 0.0045 ♠2
✕ ❱♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡✱ ♣✐st♦♥ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ✿ V0 = 3.40.10−4 ♠3
✕ ❈♦♥st❛♥t❡ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts ✿ r = 287 ❏❦❣−1❑−1
✕ ❚❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛♠❜✐❛♥t❡ ✿ T = 293 ◦❑❂✷✵ ◦❈
✕ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ♣♦❧②tr♦♣✐q✉❡ ✿ k = 1.2
✹✳✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♠♦♥♦ ❡t ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡
▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✹ ✿ x = [pP , pN , v, y]T✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉
❝❤❛r✐♦t ❡st ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ✸ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❡♥tré❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ uP ❡t uN ✱ ❡t ❝❤❛q✉❡
♣r❡ss✐♦♥✱ ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ✶ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡s ♠ê♠❡s ❡♥tré❡s✳
▲❛ ❣r❛♥❞❡✉r q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❡r ❡st ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t ✭❞♦♥❝
❞❡ ❧❛ t✐❣❡ ❞✉ ✈ér✐♥✮ y✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t
❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u = uP = −uN ✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞✬❡♥✈♦②❡r à ✉♥❡ s❡r✈♦✈❛❧✈❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧
♦♣♣♦sé à ❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡ ❢❛✐s❛♥t✱ ✐❧ r❡st❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ③ér♦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s✳ ■❧ ♥✬❛ ♣❛s été ❞é♠♦♥tré ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t
st❛❜❧❡✳ ▼❛✐s✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❡st ♣r♦✉✈é q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✱ ❡t
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❤②s✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ ♣❡rs✉❛❞❡r ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❡t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❤❛♠❜r❡s ❡st ❛❧✐♠❡♥té❡ ♣❛r
❞❡ ❧✬❛✐r ❝♦♠♣r✐♠é à ✼ ❜❛r✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❝❡tt❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡
❡st ❞❡ ❝♦♠♣r✐♠❡r ❧✬❛✐r ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✉ ♣✐st♦♥✳ ▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡
✼✵ ❇❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡
❝❤❛♠❜r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r❝❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉✈❛♥t ❛❣✐r s✉r ❧❡ ♣✐st♦♥ q✉✐✱
❞❛♥s ✉♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✱ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❧❡ ✈ér✐♥✶✳
❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s♦✉❤❛✐t❡r ❝♦♥trô❧❡r ❝❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ③ér♦s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥
❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♠❜r❡s✳ ❯♥❡ s♦rt✐❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ❡st ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡s ❝❤❛♠❜r❡s✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠❜r❡s✳
❈❡ ❝❤♦✐① ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ✐♥✢✉❡r
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ♥✬✐♥✢✉❡ s✉r ❝❡tt❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉✬❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦r❞r❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s✱
❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡✮✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ st❛t✐q✉❡ ❞❡s
s❡r✈♦✈❛❧✈❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✳ ❯t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ s♦rt✐❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛✈♦✐r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r
❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♠♠❛♥❞é❡s ✿ t♦✉t ❛✉tr❡ ❝❤♦✐① ✭♥♦♥ ❝♦❧✐♥é❛✐r❡✮
✐♥✢✉❡♥❝❡r❛✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳
❈♦♥trô❧❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❤♦s❡s ✿
✕ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ r❡st❡ ♣rès ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ❡♥ ♣r❡ss✐♦♥✱ ♦✉ q✉❡ ❧❡s ♣r❡ss✐♦♥s r❡st❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❧✐♠✐t❡✳
✕ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ r❛✐❞❡✉r ♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❢❡r♠❡ ❧❡s ❞❡✉① s❡r✈♦✈❛❧✈❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥
❞é♣❧❛❝❡ ❧❡ ♣✐st♦♥ ❤♦rs ❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ✉♥❡ ❝❤❛♠❜r❡ s❡r❛ ❡♥ s✉r♣r❡ss✐♦♥ ❡t
❧✬❛✉tr❡ ❡♥ ❞é♣r❡ss✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❝ré❡ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ s✬♦♣♣♦s❛♥t ❛✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
❞✬✉♥ r❡ss♦rt ✿ ❝✬❡st ❧❛ r❛✐❞❡✉r ♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡
ré❞✉✐r❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❢❛❝❡ à ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❜r✉sq✉❡ ❛✈❛♥t q✉❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥❡ ré❛❣✐ss❡✳ P❧✉s ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♠❜r❡s ❡st é❧❡✈é❡✷✱
♣❧✉s ❝❡tt❡ r❛✐❞❡✉r ❡st ❢♦rt❡✳
✕ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉✐❞❡✳ ▲✬❡✛♦rt ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❧❡ ✈ér✐♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡
❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✳ ❘é❞✉✐r❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡
❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬❛✐r ❝♦♠♣r✐♠é ❞❡♠❛♥❞é❡ ♣❛r ❧❡ ✈ér✐♥✸✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❛
s♦✉r❝❡✱ ❞♦♥❝ ❝♦♥s♦♠♠é❡ ♣❛r ❧❡ ✈ér✐♥✱ ❡st mincpTs ✭❊q✳ ✭✹✳✹✮ ❡t ❊q✳ ✭✹✳✺✮✮✱ ré❞✉✐r❡ ❧❛
♠❛ss❡ ❞✬❛✐r ❝♦♥s♦♠♠é❡ ♣❛r ❧❡ ✈ér✐♥ ♣❡r♠❡t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t✳
✹✳✸✳✶ ❉é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧✐♥é❛r✐s❛♥t ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡
P♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡
❡st ❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❡r ❧❡ s②stè♠❡✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♦✉tr❡ ❞❡ ❧❡ ❧✐♥é❛r✐s❡r ❡♥ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡
❞✬✐♥té❣r❛t❡✉rs ♣✉rs✳ ❙✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✶✱ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t
❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡
✭➓✷✳✷✳✶✮✱ ❝✳à✳❞ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛②❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣ô❧❡s q✉❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t
♣❧✉s ✉♥ ✐♥té❣r❛t❡✉r ♣✉r✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❞és✐ré❡✮ yd ❡t ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s
♣r❡ss✐♦♥s ✭❞és✐ré❡✮ pd✳ ▲❡s s♦rt✐❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ❞♦♥❝ σ1 = y− yd ❡t σ2 = pP + pN
2
−pd✳
▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ σ1 ❡st ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ✸ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞❡✉① ❡♥tré❡s ♣❤②s✐q✉❡s u = [uP , uN ]T✱
❡t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s σ2 ❡st ❞❡ ❞❡❣ré r❡❧❛t✐❢ ✶ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡s ♠ê♠❡s ❡♥tré❡s✳ ▲❡
✶P♦✉r ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❛♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡✱ ♦♥ é✈✐t❡ ♠ê♠❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ✈ér✐♥ s♦✉s
✉♥❡ ❢♦r❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧✬❡✛♦rt ♠❛①✐♠❛❧✳
✷▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
✸P❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✱ à ✈♦❧✉♠❡ ❡t t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞♦♥♥és✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❣❛③ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à
❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✳
✹✳✸ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♠♦♥♦ ❡t ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ✼✶
s②stè♠❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿[
σ
(3)
1
σ˙2
]
= χ(x) + Γ(x)u
❛✈❡❝
χ(x) =
[
L3fh1 − y(3)d
Lfh2 − p˙d
]
❡t
Γ(x) =
[
Lg1L
2
fh1 Lg2L
2
fh1
Lg1h2 Lg2h2
]
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❛♥t❡ ❧✐♥é❛r✐s❛♥t❡ u s✬é❝r✐t ❛❧♦rs
u = Γ−1
(−χ+ v) ✭✹✳✶✹✮
❛✈❡❝ v = [v1, v2]T ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞é❝♦✉♣❧é✱ v1 ❝♦♥trô❧❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉
♣✐st♦♥✱ v2 ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s✳
▲❡s t❡r♠❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ✿
L3fh1 =
krTS
M
(
φ(pP )
VP (y)
− φ(pN)
VN(y)
)
− kS
2v
M
(
pP
VP (y)
+
pN
VN(y)
)
Lfh2 =
krT
2
(
φ(pP )
VP (y)
+
φ(pN)
VN(y)
)
+
kSv
2
(
− pP
VP (y)
+
pN
VN(y)
)
Lg1L
2
fh1 =
krTS
M
ψ(pP , sign(uP ))
VP (y)
Lg2L
2
fh1 = −
krTS
M
ψ(pN , sign(uN))
VN(y)
Lg1h2 =
krT
2
ψ(pP , sign(uP ))
VP (y)
Lg2h2 =
krT
2
ψ(pN , sign(uN))
VN(y)
✭✹✳✶✺✮
P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ Γ(x)✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥♥❛îtr❡ s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
det(Γ) = Lg1L
2
fh1 · Lg2h2 − Lg2L2fh1 · Lg1h2
=
(krT )2S
2M
ψ(pP , sign(uP ))
VP (y)
ψ(pN , sign(uN))
VN(y)
=
S
M
(2Lg1h2)(2Lg2h2)
❉✬♦ù
Γ−1(x) =
1
det(Γ)
[
Lg2h2 −Lg2L2fh1
−Lg1h2 Lg1L2fh1
]
=


M
S
2Lg1h2
1
2Lg1h2
−
M
S
2Lg2h2
1
2Lg2h2


✼✷ ❇❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡
❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❛♥t❡ ❧✐♥é❛r✐s❛♥t❡
u =


1
2Lg1h2
(
M
S
(v1 − L3fh1 + y(3)d ) + (v2 − (Lfh2 − p˙d))
)
1
2Lg2h2
(
−M
S
(v1 − L3fh1 + y(3)d ) + (v2 − (Lfh2 − p˙d))
)

 ✭✹✳✶✻✮
✹✳✸✳✷ ▲✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡
❯♥ ♣ré❜♦✉❝❧❛❣❡ ❧✐♥é❛r✐s❛♥t ♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥❡ ❞❡✈❛♥t ❛ss✉r❡r q✉✬✉♥
s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡♥tré❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ s❡ ❞é❞✉✐t ❞✉ ❝❛s
♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❛ s♦rt✐❡ ❝♦♠♠❛♥❞é❡ ❡st σ1✱ ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ v1✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞♦♥❝
uP =
1
2Lg1h2
M
S
(v1 − L3fh1 + y(3)d )
uN = − 1
2Lg2h2
M
S
(v1 − L3fh1 + y(3)d )
✭✹✳✶✼✮
✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
▲❡ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬■❘❈❈②◆ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
✐♥❝❡rt❛✐♥✱ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s r❛♣✐❞❡s à ♥é❣❧✐❣❡r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs
♦✉ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ s♦✉♠✐s à ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡①tér✐❡✉r❡ r❛♣✐❞❡ ❡t
❞❡ ❢♦rt❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ❡♥tré❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❧✐é❡s ❡t ❧❡s ❞❡✉① s♦rt✐❡s
♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛r✐♦t ❡t ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠❜r❡s ❞✉ ✈ér✐♥
✭♦♣t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡ ❞❡ ③ér♦s st❛❜❧❡✱ ♦✉ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡❣rés r❡❧❛t✐❢s✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡
t❡st❡r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♦✉ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s r♦❜✉st❡s✱ ♠♦♥♦ ♦✉ ♠✉❧t✐✈❛✲
r✐❛❜❧❡s✱ ❡♥ ♥❡ ❞❡✈❛♥t s❡ ❢❛♠✐❧✐❛r✐s❡r q✉✬❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡
❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✈❡❝✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱
❧❛ ❝♦s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆▼❊❙✐♠ ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❝❛rt❡ ❉❙♣❛❝❡ ❝♦♥trô❧❛♥t
❧❡ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐✱ ♣❡r♠❡t ❧❡ t❡st r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✈❛❧✐❞é❡s ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡
✶ à ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❡ ➓✷✳✶✳✷ ❛ ♠♦♥tré
q✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♣❡r✲
t✉r❜❛t✐♦♥s✱ s♦✉s ♣❡✐♥❡ ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱ ❡t
♦♥ s❡ rés♦✉❞ à ❧❡s ❜♦r♥❡r ♣❛r ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ♣❡ss✐♠✐st❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ é❧❡✈é❡✳ ❈❡tt❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ é❧❡✈é❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥t
q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ré❞✉✐t ♠♦②❡♥♥❛♥t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❜❡s♦✐♥s✳
❈❡rt❛✐♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛sés s✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡
✢♦✉❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ ▼❛✐s ❝❡rt❛✐♥s ❬▼❙✵✵✱ ❚❈▲✵✸❪ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ♣❛s ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t
❞✬❛✉tr❡s ❬❍❑❈✵✽❪ s✉r❡st✐♠❡♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ é❧❡✈é✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡
✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❣❛✐♥ q✉❛♥❞ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱
♣✉✐s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛ ❝♦♥✈❡r❣é s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❬▲❯✵✼❪✳
▲❛ ♥♦✉✈❡❛✉té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ❡st ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
q✉❛♥❞ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ❈❡❧❛
❛ss✉r❡ ✉♥ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛❧ s❛♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ r❡t❛r❞ ♦✉ ❞❡ ♣❡rt❡ ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉❡ à ❧❛
s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❛
♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡st ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬P❙❇P✶✵❪✱ ❡t
❬P❙❇Pr❡❪ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ✭✉♥✐t ✈❡❝t♦r
❝♦♥tr♦❧✮✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s✬❛tt❛❝❤❡ à tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ré❣✐♠❡
♣❡r♠❛♥❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ s✐ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✉ré❡✳
▲✬ét✉❞❡ ✜♥❡ ❞✉ ♣✐r❡ ❝❛s ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❣♦r✐t❤♠❡✱ ♣♦✉r
ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡t ❧❡ ♣✐❝ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥✳ ▲❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❡st ❞é❞✐é❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♦❜t❡♥✉s
s✉r ❧❛ ♣❧❛t❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
✺✳✶ Pr❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ q✉❛♥❞ ❧❡ s②stè♠❡
❡st ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ré❞✉✐r❡ q✉❛♥❞ σ ≃ 0✳ ❖♥ ❞♦✐t ❛❝❝❡♣t❡r ❞❡
✼✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✶ à ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡
co
n
tr
ol
t
ou
tp
u
t
tt1 t2
σ
δ
C
K
❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❊♥ ❤❛✉t✱ σ(t) ❡t ǫ(t)✱ ❡♥ ❜❛s✱ K(t) ❡t ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡
C✳
ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡rr❡✉r✱ s✐♥♦♥✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ❥❛♠❛✐s
❞✐♠✐♥✉❡r ❝❛r ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✱ σ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♥✉❧✳ ❈❡❧❛
❝♦♥❞✉✐t à t♦❧ér❡r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❡rr❡✉r✱ à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ ✏❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡✑
✭➓✷✳✹✮✳ ➚ ❧✬✐♥st❛r ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱ ❧❛ t♦❧ér❛♥❝❡ ❡st ♣❛r❛♠étr❛❜❧❡✳ ❘é❞✉✐r❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡✱ δ✱
❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❥✉sq✉✬à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✐♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳ ■❧ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r ❞❛♥s
❧❡ t❡♠♣s✱ ✈✉ q✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ✈❛r✐❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✳
▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ✿
u = −K(t) sign(σ) ✭✺✳✶✮
❛✈❡❝ σ✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✶✱ ❝♦♠♠❡
✭✷✳✸✮ ❡t
K˙ =
{
K¯|σ| sign(|σ| − δ(t)) s✐ K > 0 ♦✉ sign(|σ| − δ(t)) > 0
0 s✐ K = 0 ❡t sign(|σ| − δ(t)) 6 0 ✭✺✳✷✮
▲❛ ❧♦✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ δ(t) s❡r❛ ❡①♣❧✐❝✐té❡ ♣❧✉s t❛r❞✳ ❈❡ q✉✐ ✐♠♣♦rt❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❝✬❡st
q✉❡ δ(t) r❡st❡ t♦✉❥♦✉rs ♣♦s✐t✐❢✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ ❞❡ K˙ ❡st ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❞❡st✐♥é❡ à ❧✬❡♠✲
♣ê❝❤❡r ❞❡ ❞❡✈❡♥✐r ♥é❣❛t✐❢✳ K(t) é✈♦❧✉❡ ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t
K˙ = K¯|σ| sign(|σ| − δ(t))
■❧ ❛✉❣♠❡♥t❡ s✐ |σ| > δ(t)✱ ❡t ❞✐♠✐♥✉❡ s✐ −δ(t) < σ < δ(t)✱ s♦✐t σ ≃ 0✳
✺✳✶ Pr❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼✺
✺✳✶✳✶ Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ σ˙ ✭❊q✳ ✭✷✳✹✮✮✳
σ˙(x, t) ∈ ψ(x, t)− y(n)R (t) +
n−2∑
i=0
cie
(i+1) + [−C,C] + [Γm,ΓM ]u
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s✐♠♣❧✐✜❡r ❡♥
σ˙(x, t) ∈ [−C ′, C ′] + [Γm,ΓM ]u
q✉✐tt❡ à ❛✈♦✐r ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t C ′ tr♦♣ ♣❡ss✐♠✐st❡✳
❚❤❡♦rè♠❡ ✺✳✶✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮ ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭✷✳✸✮✲✭✺✳✶✮✲✭✺✳✷✮ ❡st st❛❜❧❡✳
▲❡ ❣❛✐♥ K(t) ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❜♦r♥é ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r |σ|✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s♦✐t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❡♥s❡r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱
à ❧✬✐♥st❛♥t ♥♦té t1✱ ♣✉✐s ❞❡ t1 ❥✉sq✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥t t2 ♦ù |σ(t)| = δ(t)✱ ♣✉✐s ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ |σ| > δ(t) à t = 0✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ K˙ > K¯δ(t) > 0 ♣❛r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✮✳ ❊❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ s✉♣ér✐❡✉r❡ à
C ′
Γm
❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐ t1 <
C ′
ΓmK¯ min
t∈[0,t1]
(δ(t))
✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♠♦♠❡♥t t1✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✐♠✐♥✉❡✱ ❝❛r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ K(t)
❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡ ❛tt❡✐♥t ❞♦♥❝ s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❛✉ t❡♠♣s t1
♦✉ ❛✈❛♥t✱ ❡t ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ |σ| ❡st ❞♦♥❝ |σ(0)|+ C ′ t1✳
▲✬❡rr❡✉r |σ| ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à δ(t) ❛✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐ t2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
d|σ|
dt
> C − ΓmK(t) > −ΓmK¯ min
t∈[t1,t2]
(δ(t)) (t− t1)
P❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ |σ(t)| 6 |σ(t1)| − ΓmK¯ min
t∈[t1,t2]
(δ(t))
(t− t1)2
2
✳ ❊♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦ù
|σ(t)| = 0✱ ♦♥ tr♦✉✈❡✶
t2 < t1 +
√√√√ |σ(t1)|
ΓmK¯ min
t∈[t1,t2]
(δ(t))
❯♥❡ ❢♦✐s ❛rr✐✈é à t2✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡✱ ❝❛r |σ| < δ✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ K ❡st ♠❛①✐♠✉♠
q✉❛♥❞ |σ| = δ✳ ❯♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ K(t) ❡st ❞♦♥❝ ✿
K <
C ′
Γm
+ K¯ max
t∈[t1,t2]
(δ(t)) (t2 − t1)
❯♥❡ ❢♦✐s σ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [−δ(t), δ(t)]✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡✳ P❡♥❞❛♥t t♦✉t❡ ❝❡tt❡
♣ér✐♦❞❡✱ K(t) ❡t |σ(t)| s♦♥t ❞♦♥❝ ✐♥❢ér✐❡✉rs à ❧❡✉rs ♠❛❥♦r❛♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ◗✉❛♥❞ σ q✉✐tt❡
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [−δ(t), δ(t)]✱ ♦♥ r❡✈✐❡♥t à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉♦♥❝ |σ| ♥❡
❞é♣❛ss❡ ❥❛♠❛✐s |σ(0)|+ C ′ t1✱ ❡t K(t) < C
′
Γm
+ max
t∈[t1,t2]
(δ(t)) (t2 − t1)✳
✶❝❡❧❛ ♥✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♣❛s ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦ù |σ(t)| = 0✱ ❝❛r ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ q✉❛♥❞ |σ(t)| < δ(t)✳ ▼❛✐s ❝❡❧❛ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t s✐♠♣❧❡ ❞✉ t❡♠♣s ♦ù |σ(t)| = δ(t)✳
✼✻ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✶ à ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st st❛❜❧❡✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✱ ❝❛r
q✉❛♥❞ σ r❡st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ [−δ(t), δ(t)]✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡✱ ❥✉sq✉✬à ❞❡s
✈❛❧❡✉rs très ❢❛✐❜❧❡s ✭t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à 0✮✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❝♦♠♣❡♥s❡r
❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ q✉✐ ❢♦r❝❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ à q✉✐tt❡r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡
[−δ(t), δ(t)]✳
✺✳✶✳✷ ❘é❣❧❛❣❡ ❞❡ δ(t)
▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ δ ❞♦✐t êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ▼❛✐s ✐❧
❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♣✉✐ss❡ r❡st❡r ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ [−δ(t), δ(t)]
❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ré❡❧❧❡✱ ❝✳à✳❞ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥❡ ❢❡r❛✐t
q✉✬❛✉❣♠❡♥t❡r q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ❡t ♦♥ ♣❡r❞r❛✐t t♦✉t ❧❡ ❜é♥é✜❝❡
❞❡ s♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ σ ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ [−δ(t), δ(t)]✱ ✐❧ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❧❛ q✉✐tt❡r s♦✉s ❧❡
s❡✉❧ ❡✛❡t ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❡st ❞û à ✉♥ r❡t❛r❞ ✐♥❢ér✐❡✉r à θ
✭♦✉ ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♥é❣❧✐❣é❡s ❡♥❣❡♥❞r❛♥t ✉♥ r❡t❛r❞ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❡✐♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✮ ♦✉ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à θ✱ ♦♥ ♣❡✉t ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❧♦✐
❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r δ(t)
❚❤❡♦rè♠❡ ✺✳✷✳ ❬P❙❇Pr❡❪ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♥❡ q✉✐tt❡ ♣❛s ❧❛ ❜❛♥❞❡ [−δ(t), δ(t)]
s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ r❡t❛r❞ ✐♥❢ér✐❡✉r à θ s✐
δ(t) > 2ΓMθ K(t) ✭✺✳✸✮
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬à ✉♥ ✐♥st❛♥t t1✱ σ(t1) ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ [−δ(t1), δ(t1)] ❡t q✉❡
K(t1) ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❝♦♥tr❡r ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ |σ(t1+ θ)| 6 δ(t1+ θ)✳
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❊✉❧❡r à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ σ(t1)✱ ♦♥ ❛
|σ(t1 + θ)| = |σ(t1) + ([−C ′, C ′]− [Γm,ΓM ]K(t1) sign(σ))θ|+ o(θ)
6 |σ(t1)|+ |[−C ′, C ′]− [Γm,ΓM ]K(t1) sign(σ))|θ + o(θ)
▲❡ ♣✐r❡ ❝❛s ❡st q✉❛♥❞ σ(t1) = 0✱ ❡t ✈✉ q✉❡ Γ(t1)K(t1) > C ′(t1)✱ ♦♥ ❛
|σ(t1 + θ)| 6 |2 ΓM K(t1)| θ
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ♥❡ ❢♦r❝❡r❛ ♣❛s ❧❡ s②stè♠❡ à q✉✐tt❡r ❧❛ ❜❛♥❞❡
[−δ(t), δ(t)] s✐
δ(t) > 2 ΓM θ K(t)
δ ❞♦✐t ❞❡ ♣❧✉s r❡st❡r ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧ à ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✱ ǫ✱ s♦✉s ♣❡✐♥❡ ❞❡ ❝❛✉s❡r
✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s s✐t✉é❡s ❡♥ ❞❡❤♦rs
❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ θ ✿
δ(t) = max(2 ΓM θ K(t) ; ǫ)
✺✳✷ ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡t ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ét❛❜❧✐ ✼✼
✺✳✷ ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡t ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ét❛❜❧✐
▲❡ ➓✺✳✶✳✶ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞é✱ ♠❛✐s ♥❡ ❞♦♥♥❡ q✉❡ ❞❡s ♠❛❥♦r❛♥ts
très ♣❡ss✐♠✐st❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t σ ❡t ❞✉ ❣❛✐♥ K(t)✳
❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ σ ❡t K(t) ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✱ ❝✳à✳❞ ♣♦✉r ❧❡s ♣✐r❡s ♣❡r✲
t✉r❜❛t✐♦♥s✴✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱ ♠❛✐s s❛♥s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①❝❡ss✐✈❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s
♠❛❥♦r❛♥ts ♣❧✉s ♣ré❝✐s✳ P❛rt♦♥s ❞✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù σ(t) q✉✐tt❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ [−δ(t), δ(t)] ❡t ét✉✲
❞✐♦♥s s❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ② r❡t♦✉r♥❡✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ét✉❞✐❡
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s σ(t) > 0✳ ❊♥ rés✉♠é ✿ σ(0) = σ0 = δ(0)✳
✺✳✷✳✶ ▼♦❞è❧❡
❈♦♠♠❡✱ u(t) = K(t) ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡
❧✬❡rr❡✉r σ ❡t ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ K s✬é❝r✐t{
σ˙ = −ΓmK + C ′
K˙ = K¯σ
⇔ x˙ = Ax+
[
C ′
0
]
✭✺✳✹✮
❛✈❡❝ x =
[
σ
K
]
✱ A =
[
0 −Γm
K¯ 0
]
✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ σ0 = δ0 = 2ΓMθK0✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤♠✳ ✺✳✷✳ ❖♥ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s
❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✱ ❝❛r ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✱ s♦♥ ❡✛❡t ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱K0 ∈
[
0,
C ′
Γm
]
❝❛r s✐ K0 >
C ′
Γm
✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ➓✺✳✶✳✶ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù
σ(t) ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❝❡❧✉✐ ♦ù ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ t = 0✱
❡t ❧❡ ❣❛✐♥ Γm ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ♦ù K(t) ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❝❡❧✉✐
♦ù
∫
σ(t) ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✱ ❞♦♥❝ σ(t) ♠❛①✐♠✉♠✱ ❡t q✉✐ ❞✉r❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣t❡♠♣s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞✉ ♠ê♠❡ ❝❛s✳ ❱✉ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛✈❛♥t t = 0 ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❛s✱
C ′ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ é❝❤❡❧♦♥✳
✺✳✷✳✷ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧
co
n
tr
ol
t
ou
tp
u
t
tδ
σ
C
K
❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ σ ❡t K ❞❛♥s
❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✳
❈❡ s②stè♠❡ ❡st ▲❚■✱ ✐❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ré✲
s♦❧✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱
x(t) = L−1

(sI − A)−1x0 + (sI − A)−1

C
′
s
0




❖r✱
(sI − A)−1 =


s
s2 + K¯Γm
− Γm
s2 + K¯Γm
K¯
s2 + K¯Γm
s
s2 + K¯Γm


✼✽ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✶ à ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡
❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
eAt =


cos(
√
K¯Γmt) −
√
Γm
K¯
sin(
√
K¯Γmt)√
K¯
Γm
sin(
√
K¯Γmt) cos(
√
K¯Γmt)


✭✺✳✺✮
❉❡ ♣❧✉s✱
L−1

(sI − A)−1

C
′
s
0



 = L−1




C ′
s2 + K¯Γm
K¯C ′
s(s2 + K¯Γm)




=


C ′√
K¯Γm
sin(
√
K¯Γmt)
C ′
Γm
(1− cos(
√
K¯Γmt)


❊♥ ♥♦t❛♥t ω0 =
√
K¯Γm✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
σ(t) = σ0 cos(ω0t)−K0
√
Γm
K¯
sin(ω0t) +
C ′√
K¯Γm
sin(ω0t)
K(t) = σ0
√
K¯
Γm
sin(ω0t) +K0 cos(ω0t) +
C ′
Γm
(1− cos(ω0t))
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s ❝♦♥♥✉❡s✱ ✐❧ ✈✐❡♥t
σ(t) =
√
σ20 +
(C ′ −K0Γm)2
K¯Γm
sin(ω0t+ θσ) ✭✺✳✻❛✮
K(t) =
√
σ20
K¯
Γm
+
(
K0 − C
′
Γm
)2
sin(ω0t+ θK) +
C ′
Γm
✭✺✳✻❜✮
❛✈❡❝
θσ = ❛t❛♥✷
(
σ0,
C ′ −K0Γm√
K¯Γm
)
θK = ❛t❛♥✷

K0 − C ′
Γm
, σ0
√
K¯
Γm


✺✳✷✳✸ ▼❛①✐♠✉♠ ❞❡ σ ❡t K ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s
▲✬❊q✳ ✭✺✳✻❛✮ ❢♦✉r♥✐t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ σ✱
σM =
√
σ20 +
(C ′ −K0Γm)2
K¯Γm
✭✺✳✼✮
✺✳✸ ❆❥♦✉t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✼✾
❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭➓✺✳✷✳✶✮✱ σ0 = 2ΓMθK0✳ ❉♦♥❝
σM =
√
4Γ2Mθ
2K20 +
(C ′ −K0Γm)2
K¯Γm
dσ2M
dK0
= 8Γ2Mθ
2K0 + 2
K0Γm − C ′
K¯
❈❡tt❡ ❞ér✐✈é❡ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❞♦♥❝ σM ❡st ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦✉r
dσ2M
dK0
= 0 ⇔ K0 = C
′
4K¯Γ2Mθ
2 + Γm
≃ C
′
Γm
❝❛r θ ≪ 1✳
❈♦♠♠❡ K0 ∈ [0, C
′
Γm
] ❡t q✉❡
dσ2M
dK0
< 0 ♣♦✉r σM <
C ′
4K¯Γ2Mθ
2 + Γm
✱ σM ❛tt❡✐♥t s♦♥
♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r K0 = 0✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②s✲
tè♠❡ ❡t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s♦♥t ♥✉❧❧❡s✱ ♣✉✐s s✉❜✐t❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♣r❡♥❞ s❛ ✈❛❧❡✉r
♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❉✬❛♣rès ❧✬❊q✳ ✭✺✳✼✮✱
σM =
C ′√
K¯Γm
✭✺✳✽✮
P❛r ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ K(t) ét❛♥t ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r
∫ t
0
σ(t)dt ♠❛①✐✉♠✱ K(t) ❛tt❡✐♥t
s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r K0 = 0✱ ❡t ❧✬❊q✳ ✭✺✳✻❜✮ ❞♦♥♥❡
KM =
2C ′
Γm
✭✺✳✾✮
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t✱ ♣❛s ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st
❛tt❡✐♥t ❛♣rès ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦ù |σ| ❡st ❞❡✈❡♥✉ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ δ✳ ❖r✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ✉t✐❧✐sé
✐❝✐ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ K ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r q✉❛♥❞ |σ| < δ✳
❉❛♥s ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡✱ ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à
C ′
Γm
♦✉ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❡t ❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥❡ s❡r❛ ❛❧♦rs ♣❛s ❛tt❡✐♥t✳
✺✳✸ ❆❥♦✉t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ Kl✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡✈✐❡♥t
u = −K(t) sign(σ)−Klσ ✭✺✳✶✵✮
❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ K(t) q✉✬❛✉ ➓✺✳✶✳
▲❡ t❡r♠❡ −Klσ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ s✐ |σ| ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉❡ à r❛♠❡♥❡r ❧❡ s②stè♠❡ ✈❡rs
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❛ q✉✐tté ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ❈✬❡st ✉♥ t❡r♠❡
st❛❜✐❧✐s❛♥t✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❞é♣❛ss❡♠❡♥ts ❞❡ |σ| q✉❛♥❞ K(t) ❡st tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡✳
▲❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t{
σ˙ = Klσ − ΓmK + C ′
K˙ = K¯σ
⇔ x˙ = Ax+
[
C ′
0
]
✭✺✳✶✶✮
❛✈❡❝ x =
[
σ
K
]
✱ A =
[−Kl −Γm
K¯ 0
]
✳
✽✵ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✶ à ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡
❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠❛r❝❤❡ q✉✬❛✉ ➓✺✳✷✳✷✱
(sI − A)−1 =


s
s2 +Kls+ K¯Γm
−Γm
s2 +Kls+ K¯Γm
K¯
s2 +Kls+ K¯Γm
s+Kl
s2 +Kls+ K¯Γm


❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡
Lσ(s) = σ0s
s2 +Kls+ K¯Γm
− K0Γm
s2 +Kls+ K¯Γm
+
C ′
s2 +Kls+ K¯Γm
LK(s) = σ0K¯
s2 +Kls+ K¯Γm
+
K0(s+Kl)
s2 +Kls+ K¯Γm
+
C ′K¯
s(s2 +Kls+ K¯Γm)
▲❡ ♣✐r❡ ❝❛s ét❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ à s❛✈♦✐r σ0 = K0 = 0✱ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ s❡ ré❞✉✐s❡♥t à
Lσ(s) = C
′
s2 +Kls+ K¯Γm
LK(s) = C
′K¯
s(s2 +Kls+ K¯Γm)
▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ σ(t) ét❛♥t ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛r ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
σM =
C ′
ω0
e
− ζpi√
1−ζ2
❛✈❡❝ ζ =
Kl
2
√
K¯Γm
❡t ω0 =
√
K¯Γm✳ ❉♦♥❝
σM =
C ′√
K¯Γm
e
− Klpi√
4K¯Γm−K
2
l
▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❊q✳ ✭✺✳✽✮ ❡st ❧❡ t❡r♠❡ e
− Klpi√
4K¯Γm−K
2
l 6 1✱ q✉✐
❞✐♠✐♥✉❡ q✉❛♥❞ Kl ❛✉❣♠❡♥t❡✳
✺✳✹ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s✉r ❧❡ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝✲
tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡
❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ été ✈❛❧✐❞é❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛✲
t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬■❘❈❈②◆ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
❊❧❧❡ ❛ été t❡sté❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r s♦rt✐❡s ❝♦♠♠❛♥❞é❡s
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ y ❞✉ ♣✐st♦♥✱ ❡t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♠❜r❡s ❞✉ ✈ér✐♥ ✿ p ❡t à ✉♥❡
❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ T = 1ms✳ ▲❡ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ➓✹✳✸✳✶ ❡st ✉t✐❧✐sé✱
❝❡ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ ✷ ♣r♦❜❧è♠❡s ♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡s✳
▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ♠❡s✉ré❡s s♦♥t ❧❛ s♦rt✐❡ ❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♠❜r❡✳ ❱✐t❡ss❡ v
❡t ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ a s♦♥t r❡❝♦♥str✉✐t❡s ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ✜❧tré❡s✳
✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✽✶
❱✉ q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞✬♦r❞r❡ ✸✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡✲
♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ✷✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ σy(x, t) = a+ λvv + λyy✱ ❛✈❡❝ a ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞✉ ♣✐st♦♥✱ v s❛
✈✐t❡ss❡ ❡t y s❛ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ré❣❧és t❡❧s q✉❡ λy = ω2n ❡t λv = 2 ξ · ωn✱ ❛✈❡❝
✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ξ = 0.7 ❡t ✉♥❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ωn = 100 r❛❞✳s−1✳
▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♥t été ré❣❧és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t
✉♥❡ ❜♦♥♥❡ r♦❜✉st❡ss❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢♦r❝❡ ♣❡rt✉r❜❛tr✐❝❡✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ s♦♥t K¯y = 8000 ❡t ǫy(t) = 2.5 Ky(t)T ❈❡✉① ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ♣r❡ss✐♦♥
s♦♥t K¯p = 8000 ❡t ǫp(t) = 10 Kp(t)T ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ǫy(t) ❡t ǫp(t) ♦♥t été ❝❤♦✐s✐s
❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ǫp(t) ♣♦✉r
❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s✉✐✈✐ ❡♥ ♣r❡ss✐♦♥✳
▲❡s ❋✐❣✳ ✺✳✸ ❡t ❋✐❣✳ ✺✳✹ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ s✉✐✈✐ ❡st ❜♦♥ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❡♥
♣r❡ss✐♦♥✳ ❖♥ ✈♦✐t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ǫ(t) ✿ ♣❧✉s ✐❧ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ✭❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✮✱
♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡st ❧❡ s✉✐✈✐✳ ▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♠♦✐♥❞r❡ ❡♥ ♣r❡ss✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ǫp(t)✳
▲❛ ❋✐❣✳ ✺✳✺ ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❝❧❛ss✐q✉❡s✱
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❡
❝❤❛tt❡r✐♥❣✳ ❖♥ ❧❡ ✈♦✐t ❞❛♥s ❧❡s ❋✐❣✳ ✺✳✸ ❡t ❋✐❣✳ ✺✳✹✱ ♦ù ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❛♣rès
❡♥✈✐r♦♥ ✵✳✺ s❡❝♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❈✬❡st ❧❡ t❡♠♣s q✉❡ ♠❡t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à ❞✐♠✐♥✉❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✻✳
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❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕❍❛✉t ✿ ♣♦s✐t✐♦♥ y ✭♠✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✭sec✮ ✲ ❇❛s ✿ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s
❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠❜r❡s ❞✉ ✈ér✐♥ ✭bar✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✭sec✮✳
✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡ ♠❛✐s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳
❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
✽✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✶ à ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−0.1
−0.05
0
0.05
0.1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−1
−0.5
0
0.5
1
1.5
❋✐❣✳ ✺✳✹ ✕ ❍❛✉t ✿ ❡rr❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥♥❡✉r ✭m✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s
✭sec✮ ✲ ❇❛s ✿ ❡rr❡✉r ❡♥tr❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ré❡❧❧❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠❜r❡s ❡t ❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ❞és✐ré❡ ✭bar✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✭sec✮✳
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−10
0
10
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−10
0
10
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−2000
−1000
0
1000
❋✐❣✳ ✺✳✺ ✕ ❍❛✉t ✿ ❡♥tré❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ uP ✭V ✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✭sec✮ ✲ ▼✐❧✐❡✉ ✿
❡♥tré❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ uN ✭V ✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✭sec✮ ✲ ❇❛s ✿ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✭N✮ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✭sec✮✳
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❋✐❣✳ ✺✳✻ ✕ ❍❛✉t ✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ K1(t) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✭sec✮ ✲ ❇❛s ✿ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ K2(t)
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✭sec✮
❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ❙✐ ❧✬❡rr❡✉r ❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞❡✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛✉❣♠❡♥t❡
❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❀ s✐ ❡❧❧❡ ❡st à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st ré❞✉✐t❡ ♣❡t✐t
à ♣❡t✐t✱ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✴♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡
♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❛
été ♣r♦♣♦sé❡✱ ❢❛❝✐❧✐t❛♥t ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞✉ ♣✐r❡ ❝❛s✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
s✐♠♣❧❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
✈❛r✐❛♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ r❛♣✐❞❡ ❞✉ ❣❛✐♥✳
✽✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✶ à ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡
❈❤❛♣✐tr❡ ✻
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s
♠✐♥✐♠❛❧
❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡①✐❣❡r ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t ❡st ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡r ❧❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❡rs ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❈✬❡st ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s
♠✐♥✐♠❛❧✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✻✵✱ s✉✐t❡ ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡
❇❡❧❧♠❛♥ ❬❑✐r✼✵❪ ❡t P♦♥tr②❛❣✐♥ ❬❇♦❧✻✾❪✱ ♣♦✉r ♥❡ ❝✐t❡r q✉❡ ❧❡s ♣❧✉s ❝é❧è❜r❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞❡♣✉✐s
t♦♠❜é❡ ❡♥ ❞és✉ét✉❞❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❝❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s
✭❧❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ét❛✐❡♥t ❛❧♦rs ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ♣✉✐ss❛♥ts ❡t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❡♥❝♦♠❜r❛♥ts
q✉✬❛✉ ❳❳■❡s✐è❝❧❡✮✱ ❡t s✉rt♦✉t ❞✉ ♠❛♥q✉❡ ✢❛❣r❛♥t ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ ❧❡✈é❡✳
▼❛✐s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✱
❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡✱ ♣✉✐s ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✳ ■❧ ♣rés❡♥t❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❧❡s ♣❧✉s
❣é♥ér❛✉① ♣♦✉r ❡①♣♦s❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❝♦♥❝r❡ts ❡t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s✱
♠❛✐s s✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ré❞✉✐t❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡ ✐❝✐ ❡st ❞❡
tr♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢
❞♦♥♥é ✉♥ t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡ ✿ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ P♦♥tr②❛❣✐♥
❡t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥
❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ét✉❞✐❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♣é❝✐✲
✜q✉❡s ❛✉① s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✭▲❚■✮✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
s✉✣s❛♥t❡ ❞✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ♣✉✐s ✉♥ rés✉❧t❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r
❧❛ s✉✐t❡ ✿ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡❧❞❜❛✉♠✱ ♦✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s n ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳ ▲❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ✿ ❝✬❡st ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡
❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✳ ▼ê♠❡ s✬✐❧ ❡st t❡♥t❛♥t ❞✬② ✈♦✐r ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t
❝♦♠♠✉♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✱ ✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s t✐r❡r ❞❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ tr♦♣
❤ât✐✈❡✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ ❝❡rt❛✐♥s ❡①❡♠♣❧❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s
✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ♦s❝✐❧❧❛♥ts✳ ▲❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞é❞✐é❡ à
❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à t❡♠♣s
♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡❧❞❜❛✉♠✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r à ✸✱ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳
✽✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧
✻✳✶ Pr♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡
✻✳✶✳✶ P♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬♦r❞r❡ n ❝♦♠✲
♠❛♥❞❛❜❧❡ ❡t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉✳ ❱✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❛s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱
♦♥ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❧❡s s♦rt✐❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬ét❛t ❡t ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❡ s②s✲
tè♠❡ s✬é❝r✐t
x˙ = f(x,v, t)
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ❡t ❛❞♠❡t ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉① ♣❛r r❛♣♣♦rt à t✱ ♠❛✐s ♥✬❛ ♣❛s à r❡s♣❡❝t❡r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à v✳ ▲✬❡♥tré❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ v✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ p✱ ❡st ❜♦r♥é❡ ✿ v ∈ V(x, t)✱ ♦ù V(x, t) ❡st ✉♥
❝♦♠♣❛❝t ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ❡t ❛②❛♥t ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ♣❛r
r❛♣♣♦rt à t✳
▲❡ ❜✉t ♣r❡♠✐❡r ❡st✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ x0 ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞é♣❛rt✶
M0✱ ❞✬❛rr✐✈❡r à ✉♥ ♣♦✐♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ✜♥❛❧❡Mf ✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ✈❛r✐été ❞♦✐t êtr❡
❛tt❡✐♥t❡ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût J ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ Tf ♣❡✉t
êtr❡ ✜①❡✱ ❧✐❜r❡ ✭♠ê♠❡ ✐♥✜♥✐❡✮ ♦✉ êtr❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝✳à✳❞ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ❧✬ét❛t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❝✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ✐♠♣❛rt✐✳
❙✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭♦✉ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♣❡✉ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❞❡ s✉r❝r♦ît ❞✐✣❝✐❧❡s à
tr♦✉✈❡r✮✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s✱ ♦✉ ♣❛s ❞✬✐♥térêt ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳
▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✏♠❡✐❧❧❡✉r❡✑ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛✉ s❡♥s ❞✉
❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❝❤♦✐s✐✳
❈❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✱ s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧é ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût✱ ❡st ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠❡ ❧❛ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡
J =
tf∫
t0
f0(x(t),v(t), t)dt
♦ù f0 > 0 ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ❡t ❛❝❝❡♣t❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①
♣❛r r❛♣♣♦rt à t✱ ♠❛✐s ♥✬❛ ♣❛s à r❡s♣❡❝t❡r ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à v✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ f0 = xTPx+
vTQv✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭❢✉❡❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠
❞❛♥s ❧❛ ❧❛♥❣✉❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✮✱ f0 = ‖v‖ ❀ s✐ ♦♥ ✈❡✉t ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s✱ f0 = 1✳
❙✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ♥✬❡st ♣❛s ré❞✉✐t à ✉♥ ♣♦✐♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣ré❢ér❡r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
ré❣✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ♦❜❥❡❝t✐❢Mf ♣❧✉tôt q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s✱ ♦✉ ♦♥ ♣❡✉t ♣ré❢ér❡r ❛rr✐✈❡r à ❝❡rt❛✐♥s
✐♥st❛♥ts ♣❧✉tôt q✉✬à ❞✬❛✉tr❡s✳ P♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r ❝❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧✬ét❛t ✜♥❛❧ ♦✉ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ t❡r♠❡ h (x(tf ), tf )✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠❡
J = h (x(tf ), tf ) +
tf∫
t0
f0(x(t),v(t), t)dt
♦ù h ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ❡t tf
✶❈❡tt❡ ✈❛r✐été ❡st s♦✉✈❡♥t ré❞✉✐t❡ à ✉♥ ♣♦✐♥t
✻✳✶ Pr♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✽✼
✻✳✶✳✷ ✷ ❙♦❧✉t✐♦♥s ✿ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ P♦♥tr②❛❣✐♥ ❡t éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞✬❍❛♠✐❧t♦♥ ❏❛❝♦❜✐ ❇❡❧❧♠❛♥
Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ P♦♥tr②❛❣✐♥
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❝❛r
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s❡ ❢❛✐t ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳
❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❧♦❝❛❧❡✱ ❞♦♥❝ ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ P♦♥tr②❛❣✐♥✳
❈❡ t❤é♦rè♠❡ r❡q✉✐❡rt ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n q✉❡ ❧✬ét❛t ❞✉
s②stè♠❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦ét❛t ♦✉ ♠✉❧t✐♣❧✐❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ λ(t)✳
❚❤❡♦rè♠❡ ✻✳✶✳ ❯♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ v ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ s❛t✐s✲
❢❛✐t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t✷ ✿
❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ H (x,λ,v, t) = f0(x,v, t) + λ
Tf(x,v, t) ✭✻✳✶✮
➱q✉❛t✐♦♥
❞✬ét❛t
x˙ =
∂H
∂λ
= f(x,v, t) ✭✻✳✷✮
➱q✉❛t✐♦♥
❛❞❥♦✐♥t❡
λ˙ = −dH
dx
= −∂f0
∂x
− ∂f0
∂v
∂v
∂x
− λT
(
∂f
∂x
+
∂f
∂v
∂v
∂x
)
✭✻✳✸✮
➱q✉❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
H (x,λ,v, t) ♠✐♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à v ∈ V(x, t) ✭✻✳✹✮
s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
x0 ∈M0 ✭✻✳✺❛✮
λ0 ⊥M0 ✭✻✳✺❜✮
x(tf ) ∈Mf ✭✻✳✺❝✮
λ(tf ) = λ⊥ +∇xh ♦ù λ⊥ ⊥Mf ✭✻✳✺❞✮
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ♥✬❛♣♣♦rt❡ r✐❡♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r v à ♣❛rt✐r ❞❡ x ❡t ❞✉ ❝♦ét❛t λ✱ λ ét❛♥t ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❛❞❥♦✐♥t❡✳
▲❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞✉ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s♣♦sé
H (x,λ,v, t) = f0(x,v, t) + f(x,v, t)
Tλ ,
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛❞❥♦✐♥t❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s ❢❛♠✐❧✐èr❡
λ˙ = −∂H
∂x
= −∂f0
∂x
− ∂f0
∂v
∂v
∂x
−
(
∂f
∂x
+
∂f
∂v
∂v
∂x
)T
λ .
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✸✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ t✐❡♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ s❡♥s✱ ❞♦♥❝ ❛✉ s✐❣♥❡ ❞❡ λ✳ ▲❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ s✬é❝r✐r❛✐t ❛❧♦rs H (x,λ,v, t) =
✷■❧ ♥✬❡st ♣rés❡♥té ✐❝✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦♥tr②❛❣✐♥✱ q✉✐ ♥❡
♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝❛s ❞é❣é♥érés
✸❈✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❛✐♥s✐ q✉✬✐❧ ❛ été ♦r✐❣✐♥❛❧❡♠❡♥t ❢♦r♠✉❧é✳
✽✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧
−f0(x,v, t) + λTf(x,v, t)✱ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s❡r❛✐t ✉♥❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❧✐❡✉
❞✬✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✳
❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st très ❢♦rt❡✳
❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡✳ ▼❛✐s ♠ê♠❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s♦✉✈❡♥t
êtr❡ t❡sté❡s ❡①❤❛✉st✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ✭♦✉ ❧❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❣❧♦❜❛✉①✮✳
Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ P♦♥tr②❛❣✐♥✱ ♦✉tr❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥❡ ❞♦♥♥❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✱ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✲
✈❡rt❡✱ s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❡s r❛r❡s ❝❛s ♦ù ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣❡r♠❡t ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦♣t✐✲
♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✱ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✱
♠❛✐s s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡s✳ ❙♦♥ ét✉❞❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❞♦♥♥❡r
✉♥ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡ à ❝❡ ♠②stér✐❡✉① ❝♦ét❛t✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❣râ❝❡ ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬♦♣✲
t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✱ q✉✐ s✬é♥♦♥❝❡ ❛✐♥s✐ ✿
❚❤❡♦rè♠❡ ✻✳✷✳ ❙✐ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❆ à ❈ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❇ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣♦rt✐♦♥
❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❇ à ❈ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ r❡♣♦s❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✹ q✉✐
❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣❡t✐t ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❝✐ ✏tr♦✉✈❡r ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❇ à ❈✑✱
♣✉✐s rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❣r♦s✱ ✐❝✐ ✏tr♦✉✈❡r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❆ à ❈✑✱ ❡♥
ré✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛rt✐❡❧ ♣ré❝é❞❡♥t ✭✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ tr❛❥❡t ❞❡ ❆ à ❇✮✳
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡✱ ♦♥ ♣❡✉t rés♦✉❞r❡ ❞❡ très ❣r♦s ♣r♦❜❧è♠❡s✳
J⋆(t1 +
∆t1,x(
t1 +∆
t1))
fo(x,u, t)
xe
❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ ➚ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛t✲
t❡✐❣♥❛❜❧❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ⋆ ❞é♥♦t❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r
♦♣t✐♠❛❧❡✳ J⋆(t,x) ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût
❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ x à ❧❛
✈❛r✐été ♦❜❥❡❝t✐❢ Mf à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t t✳
P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡✱
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ♦♥
♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ✈❛r✐été ♦❜❥❡❝t✐❢ Mf ♣♦✉r
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût✳ ➚
♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞♦♥♥é✱ ♦♥
❝❤❡r❝❤❡ à ❧✬✏❛❣r❛♥❞✐r✑ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ❞❡ J⋆✳ ❈❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✐♥✜♥✐♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ❞❡ x1 à
x à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡✳
J⋆(t1,x1) = min
v(t)
t16t6t1+∆t1


t1+∆t1∫
t1
f0(x,v, t)dt+ J
⋆
(
t1 +∆t1,x(t1 +∆t1)
) . ✭✻✳✻✮
❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ J⋆ s♦✐t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ❡t ❛✉ t❡♠♣s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛✲
❧❡♠❡♥t
0 =
∂J⋆
∂t
(t1,x1) + min
v1
{
f0(x1,v1, t1) +
(∇xJ⋆)Tf(x1,v1, t1)} . ✭✻✳✼✮
✹❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♦ù ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st très ❡✣❝❛❝❡ ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s❛❝ à ❞♦s✳
✻✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛r✐❛♥t ✽✾
❊♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥
H (x,λ,v, t) = f0(x,v, t) + λ
Tf(x,v, t) , ✭✻✳✽✮
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❛♠✐❧t♦♥ ❏❛❝♦❜✐ ❇❡❧❧♠❛♥
∂J⋆
∂t
(t,x) = −min
v
{H (x,∇xJ⋆,v, t)} . ✭✻✳✾✮
❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t r❛r❡♠❡♥t êtr❡ rés♦❧✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ♣❡✉t ❧✬êtr❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✲
♠❡♥t✱ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ♦❜❥❡❝t✐❢ Mf ✳ ❱✉ q✉❡ s❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ r❡q✉✐❡rt ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❡t ❧❡ t❡♠♣s✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r
très ❝♦ût❡✉① ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞ès q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❛tt❡✐♥t ✸ ♦✉ ✹ ❡t ❧❛ r❡♥❞r❡
ré❞❤✐❜✐t♦✐r❡ ♣♦✉r ❞❡s ♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs✳ ▼❛✐s ✉♥ ❞é❢❛✉t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❡
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ J⋆ s♦✐t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét❛t ❡t ❛✉ t❡♠♣s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st s♦✉✈❡♥t ♣❛s
❧❡ ❝❛s ♣♦✉r t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❛✉① ♣♦✐♥ts ♦ù J⋆ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❡r ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
d
dt
(∇xJ⋆) = −dH
dx
(
x,∇xJ⋆,v, t
)
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛❞❥♦✐♥t❡ ❊q✳ ✭✻✳✸✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❝❛r ♦♥ ✈♦✐t q✉❡
❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ λ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛ ✉♥ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ♦ù
J⋆ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ✿ ❝✬❡st ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût ♦♣t✐♠❛❧✳
✻✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡
t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛r✐❛♥t
▲❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✈✉❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛❜♦✉t✐ss❡♥t à ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✐♠✲
♣♦ss✐❜❧❡s à rés♦✉❞r❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❡t ♣♦s❛♥t ♠ê♠❡ ❞❡ ❣r♦ss❡s ❞✐❢✲
✜❝✉❧tés ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r
❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❧✐♥é❛✐r❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛r✐❛♥t ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛✣♥❡
x˙ = A(t)x+ a(t) +B(t)v(t) ✭✻✳✶✵✮
♦ù A(t) ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ n×n✱ a(t) ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❝♦♥st❛♥t❡ ✭❛✣♥❡✮✱ ❡t B(t) =
[
b1,b2, . . . ,bp
]
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ n×p✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
v(t)✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ p✱ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣❛❝t V(t)✳
▲❛ ✈❛r✐été ♦❜❥❡❝t✐❢ Mf ❡st ré❞✉✐t❡ à ✉♥ ♣♦✐♥t xf ✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡
❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té s✐♠♣❧❡
J =
tf∫
0
1 dt = tf
♦ù tf ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♥♦♥ ✜①é ❛ ♣r✐♦r✐ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à
❧✬♦♣t✐♠✐s❡r✳
✻✳✷✳✶ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦r♠é❡
✾✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧
uk(t)
Buk
mk Mku¯k
Bu¯k
∆a Skk
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥❡ tr❛✐t❡r❛ q✉❡ ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ V ❝♦♥st❛♥t✱ ❞♦♥t
❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ [−1; 1]✱ ✉♥❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦r♠é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♣ré❝é❞❡♥t ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à ❝❡❧✉✐ ❝✐ ♠♦②❡♥✲
♥❛♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❙♦✐❡♥tmk
❡tMk ❧❡s ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡ k ❞❡ v(t)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ S(t) ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❞♦♥t
❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t
skk(t) =
Mk(t)−mk(t)
2
❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 2✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
Bn(t) = B(t)S(t) .
❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❝♦♥st❛♥t à ❛❥♦✉t❡r à a(t) ✿
an(t) = a(t)−Ba(t)S(t)v¯(t)
♦ù v¯(t) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✿
u¯k(t) =
Mk(t) +mk(t)
2
.
✻✳✷✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡
P♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✐❧ ❢❛✉t rés♦✉❞r❡ ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞✬ét❛t ❡t ❛❞❥♦✐♥t❡✱ q✉✐ s♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s②stè♠❡ ✭✻✳✶✵✮ ❡st
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ n× n X(t) s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❬❆❋✻✻❪
dX
dt
(t) = A(t)X(t) ❛✈❡❝ X(t0) = In ✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ✭✻✳✶✶✮
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ X(t) = eAt
P❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡
x(t) = X(t)x0 +X(t)
t∫
t0
X−1(τ)
(
a(τ) +B(τ)v(τ)
)
dτ . ✭✻✳✶✷✮
P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡
x(t) = eAtx0 + e
At
t∫
t0
e−Aτ
(
a+Bv(τ)
)
dτ .
✻✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛r✐❛♥t ✾✶
✻✳✷✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉① ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ ❚❤♠✳ ✻✳✶✱
ét✉❞✐♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ ✉♥❡ str✉❝✲
t✉r❡ ❜✐❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳
▲❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st
H (x,λ,v, t) = 1 + (A(t)x(t))T λ(t) + a(t)Tλ(t) + (B(t)v(t))T λ(t) .
❘és♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ v q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡
❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳ ❱✉ q✉❡ 1+λ(t)TA(t)x(t)+ a(t)Tλ(t) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ v(t)✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s
q✉✬à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ t❡r♠❡ s❝❛❧❛✐r❡ HB (λ,v, t) = λ(t)TB(t)v(t)✳ ■❧ ✈✐❡♥t
HB = v(t)
TB(t)Tλ(t) = v(t)T


b1(t)
T
b2(t)
T
✳✳✳
bp(t)
T

λ(t) = v(t)T


b1(t)
Tλ(t)
b2(t)
Tλ(t)
✳✳✳
bp(t)
Tλ(t)

 .
❈♦♠♠❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
s❝❛❧❛✐r❡ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡✳
t
bk(t)
Tψ(t)
uk(t)
❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ λ
■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r vk q✉✐ ♠✐✲
♥✐♠✐s❡ vk(t)bk(t)Tλ(t)✱ ét❛♥t ❞♦♥✲
♥é❡s ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ v✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦✲
s❛♥t❡ vk(t) ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞♦✐t
❞♦♥❝ êtr❡ −1 q✉❛♥❞ bk(t)Tλ(t)>
0 ❡t +1 q✉❛♥❞ bk(t)Tλ(t) < 0✳
◗✉❛♥❞ bk(t)Tλ(t)=0✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
vk ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❊♥ ré✲
s✉♠é✱
vk(t)=− sign(bk(t)Tλ(t))
⇔ vk(t)=− sign(bk(t)TX−T(t)λ0)
✭✻✳✶✸✮
♦ù sign(x)=


1 ♣♦✉r x>0
[−1; 1] ♣♦✉r x=0
−1 ♣♦✉r x<0
❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ v(t) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡ ❞✉ ❝♦ét❛t λ(t)✱ ♣❛s ❞❡ ❧✬ét❛t✳ ❉❡
♣❧✉s✱ λ(t) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛❞❥♦✐♥t❡ q✉✐ s❡ rés✉♠❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s à
λ˙ = −ATλ ,
❝❛r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té f0 ❡st ❝♦♥st❛♥t✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡✱
❞♦♥❝ ∂v
∂x
= 0✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❛❞❥♦✐♥t❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧✬ét❛t x✱ ❝❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✳
❈♦♠♠❡ v(t) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬ét❛t✱ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥
s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ✏s✐♠♣❧❡✑ ✿ ✐❧ ✏s✉✣t✑ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ❜♦♥ ❝♦ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ λ0 ❡t ❞✬✐♥té❣r❡r
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛❞❥♦✐♥t❡✳
✾✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧
✻✳✸ Pr♦♣r✐étés s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s t❡♠✲
♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t
▼ê♠❡ s✐ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❧✉s ❝♦♥❝r❡ts✱ rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✈❛r✐❛♥t❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❢❛❝✐❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s
s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦♥t ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳
✻✳✸✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐té
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳
▼❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ s✉✣s❛♥t❡
q✉❛♥❞ ❧❡ s②stè♠❡ s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té
t♦t❛❧❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳ ❙♦✐t w ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣❛r❛❧❧è❧❡ à ✉♥ ❝ôté ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ V ✳ ❙✐ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r Bw ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❛✉❝✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ A✱ ❝✳à✳❞ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
Bw,ABw,A2Bw, . . . ,An−1Bw
s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❧❡ s②stè♠❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐té
P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❙■❙❖✮✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té
t♦t❛❧❡✳ ▼❛✐s ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ✭▼■▼❖✮ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ V ❡st ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡✱ ❝✳à✳❞
❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ v ❡st ❜♦r♥é❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s✱
❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞♦✐t êtr❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡ ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r✐s❡ sé♣❛ré♠❡♥t✳
❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s②stè♠❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ q✉✐ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ s♦✉s s②stè♠❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é❝♦✉♣❧❡r ❧❡s
s♦✉s s②stè♠❡s ❡t ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳
❚❤❡♦rè♠❡ ✻✳✸✳ ❬❆❋✻✻❪ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐té✱
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ P♦♥tr②❛❣✐♥ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡✳
◗✉❛♥❞ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s r❡♠♣❧✐❡✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡✱ ♠❛✐s
♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❢♦r❝é♠❡♥t
✉♥✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à r❡♥✈♦②❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❢❛r❢❡❧✉s✳
✻✳✸✳✷ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡❧❞❜❛✉♠
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st ❞❡ t②♣❡ ❜❛♥❣ ❜❛♥❣✱ s❛♥s ❛✉tr❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❡st ♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡ à ♣ô❧❡s ré❡❧s ✭♣❛s ❞❡ ♣ô❧❡s
❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥❥✉❣✉és✮✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✿ ❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❛✉ ♣❧✉s
n ♣❤❛s❡s ♦ù ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❝✳à✳❞ n− 1 ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥tr❡
♣❤❛s❡s✱ ❝✬❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡❧❞❜❛✉♠✱ ♦✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s n ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❧✉s q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t
✐♥✈❛r✐❛♥ts ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡s à ♣ô❧❡s ré❡❧s ❡t ♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
x˙ = Ax+ a+ bv ✭✻✳✶✹✮
✻✳✸ Pr♦♣r✐étés s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✾✸
❚❤❡♦rè♠❡ ✻✳✹✳ ❬❇●✾✼❪ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ v ❛♠❡♥❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✭✻✳✶✹✮ ❞✬✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ x0 à
✉♥ ét❛t ✜♥❛❧ xf ❡st à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜❛♥❣ ❜❛♥❣
❝♦♠♣♦rt❛♥t ❛✉ ♣❧✉s n ♣❤❛s❡s ❞✉r❛♥t ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
♠❛①✐♠❛❧❡✳
◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❧❡♠♠❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳ ▲❡
t❡r♠❡ ❝❧é ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st bTλ(t)✱ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭❝❢✳ ➓✻✳✷✳✸✮✳ ❖r✱ ❝❡
t❡r♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t
λ˙ = −ATλ
y = bTλ
✭✻✳✶✺✮
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♥✬❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s à ♣ô❧❡s ré❡❧s✳ ❖r✱ ❝❡ q✉✐ ❧❡s
❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s à ♣ô❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧✺✱ ❝✬❡st ❧❡ t②♣❡ ❞❡ s❛
s♦rt✐❡✱ ❝✬❡st ✉♥ q✉❛s✐♣♦❧②♥ô♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s ✿
f(t) = p1(t)e
λ1t + · · ·+ pk(t)eλkt ✭✻✳✶✻✮
♦ù λ1✱✳ ✳ ✳✱ λk s♦♥t ❞❡s ré❡❧s ❞✐st✐♥❝ts ❡t p1(t)✱ ✳ ✳ ✳✱ pk(t) ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♥♦♥ ♥✉❧s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
ré❡❧s ❞❡ ❞❡❣rés r❡s♣❡❝t✐❢s m1✱✳ ✳ ✳✱mk✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ m = m1 + · · · + mk ❧❡ ❞❡❣ré t♦t❛❧ ❞✉
q✉❛s✐♣♦❧②♥ô♠❡✳
▲❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❝❡s q✉❛s✐♣♦❧②♥ô♠❡s ♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♠✉♥❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡s
♣♦❧②♥ô♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
▲❡♠♠❡ ✻✳✺✳ ❬❇●✾✼❪ ❯♥ q✉❛s✐♣♦❧②♥ô♠❡ f(t) ❞❡ ❞❡❣ré t♦t❛❧ m à ❡①♣♦s❛♥ts ré❡❧s ❡t ♣♦❧②✲
♥ô♠❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s ❛ ♠♦✐♥s ❞❡ m r❛❝✐♥❡s ✭ ❝✳à✳❞ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ f(t) = 0 ❛ ♠♦✐♥s ❞❡ m
s♦❧✉t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❞✐s❝t✐♥❝t❡s✮✳ ❙✐ f(t) ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t m− 1 s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s✱ f ′(t) 6= 0 à
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s r❛❝✐♥❡s✱ ❞♦♥❝ f(t) ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ s✐❣♥❡ à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s r❛❝✐♥❡s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ré❝✉rs✐♦♥✳ ❚♦✉t q✉❛s✐♣♦❧②♥ô♠❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ ❞❡❣ré
t♦t❛❧ 1 ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f(t) = ceλt✱ ❛✈❡❝ c 6= 0✳ ❈♦♠♠❡ λ ❡t c s♦♥t ré❡❧s✱ ❝❡ q✉❛s✐♣♦❧②♥ô♠❡
♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ r❛❝✐♥❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳✺ s♦✐t ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡s q✉❛s✐♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré t♦t❛❧ m −
1✳ ❋❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬✐❧ s♦✐t ❢❛✉① ♣♦✉r ❧❡ ❞❡❣ré m✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡r❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
q✉❛s✐♣♦❧②♥ô♠❡ f(t) ❞❡ ❞❡❣ré t♦t❛❧ m q✉✐ ❛❞♠❡tt❡ m r❛❝✐♥❡s ✭♦✉ ♣❧✉s✮✳ ▲❡ q✉❛s✐♣♦❧②♥ô♠❡
g(t) = f(t)e−λ1t = p1(t) + p2(t)e
(λ2−λ1)t + · · ·+ pk(t)e(λk−λ1)t
❛ é❣❛❧❡♠❡♥t m r❛❝✐♥❡s ✭♦✉ ♣❧✉s✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘♦❧❧❡✱ s❛ ❞ér✐✈é❡ g′(t) ❛ ❞♦♥❝ ❛✉
♠♦✐♥s m− 1 r❛❝✐♥❡s✳ ❙❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st
g′(t) = f(t)e−λ1t = p′1(t) + q2(t)e
(λ2−λ1)t + · · ·+ qk(t)e(λk−λ1)t
♦ù ❝❤❛q✉❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ qi(t) ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ ❞❡❣ré q✉❡ pi(t)✳ ▲❡ ❞❡❣ré t♦t❛❧ ❞✉ q✉❛s✐♣♦❧②♥ô♠❡
g′(t) ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ m − 1✳ ◗✉✬✐❧ ❛✐t m − 1 r❛❝✐♥❡s ré❡❧❧❡s ❝♦♥tr❡❞✐r❛✐t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❀ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡
❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ q✉❛s✐♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré t♦t❛❧ m ❛②❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s m r❛❝✐♥❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ f(t) ❛m−1 r❛❝✐♥❡s τ1 < · · · < τm−1✳ ❆❧♦rs g(t) ❛ ❧❡s ♠ê♠❡s
r❛❝✐♥❡s✱ ❞♦♥❝ g′(t) ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♦✉✈❡rt ]τi, τi+1[✱i ∈ [1, . . . , n − 2]
❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❘♦❧❧❡✳ ❙✐ f ′(τk) = 0 ♣♦✉r ✉♥ k ❞♦♥♥é✱ g′(τk) = 0 é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❞♦♥❝
g′(t) ❛✉r❛✐t m− 1 r❛❝✐♥❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞❡ ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡✳
✺❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥✉t✐❧❡s ✐❝✐✱ ❝❛r ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♥♦♥❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❧❛
s♦rt✐❡✳
✾✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧
◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❧❡♠♠❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ q✉❛s✐♣♦❧②♥ô♠❡
bTλ(t) à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞♦♥♥é❡✳
▲❡♠♠❡ ✻✳✻✳ ❬❇●✾✼❪ ❙♦✐❡♥t n ré❡❧s ❞✐st✐♥❝ts τi✱ i ∈ [0, . . . , n−1]✳ ▲❡s n ✈❡❝t❡✉rs bTe−ATτ0✱
bTe−A
Tτ1✱ ✳ ✳ ✳✱ bTe−A
Tτn−1 s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ s✐ ❧❡s n ✈❡❝t❡✉rs bTe−A
Tτi s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n λ0 t❡❧ q✉❡ bTe−A
Tτiλ0 = 0 ∀i ∈ [0, . . . , n− 1]✳
▼❛✐s bTe−A
Ttλ0 ❡st ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✻✳✶✺✮ ❞♦♥t ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st λ0✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝
❞✬✉♥ q✉❛s✐♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré n ❛②❛♥t n r❛❝✐♥❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳✺✱ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❞♦♥❝
❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♥✉❧✳ ❙❡s ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s bT(−AT)e−ATτiλ0✱ bT(−AT)e−A2Tτiλ0✱ ✳ ✳ ✳ s♦♥t
❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ✭A✱b✮ ❡st ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡✱ ♣❛r tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡
s②stè♠❡ ✭✻✳✶✺✮ ❡st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❞♦♥❝ ❧✬ét❛t λ(t) ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧✱ ❝♦♥tr❡❞✐s❛♥t
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ λ0 ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❧✉✐ ♠ê♠❡
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✏s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✑ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ v(t) = − sign(b(t)Tλ(t))✱ ♦r
b(t)Tλ(t) ❡st ✉♥ q✉❛s✐♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré t♦t❛❧ n − 1✱ ✐❧ s✬❛♥♥✉❧❡ ❞♦♥❝ ❛✉ ♣❧✉s n − 1
❢♦✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳✺✱ ❞♦♥❝ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛✉ ♣❧✉s n − 1 ❢♦✐s✳ ▲❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬❛✉ ♣❧✉s n ♣❤❛s❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st
❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳
▲❛ ♣❛rt✐❡ ✏s✐✑ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ(t) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❜❛♥❣ ❜❛♥❣ ❛②❛♥t ❛✉ ♣❧✉s n − 1 ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ❡t ❛♠❡♥❛♥t ❧✬ét❛t ❞❡ x0 à xf ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s
tf ✳ ❙♦✐❡♥t τi✱ ❧❡s ✐♥st❛♥ts ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❙✐ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ ♠♦✐♥s ❞❡
n − 1 ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s τi ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✐st✐♥❝t❡s ❡♥ ❞❡❤♦rs
❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, tf ] ♣♦✉r ❡♥ ❛✈♦✐r ❡①❛❝t❡♠❡♥t n − 1✳ ❙♦✐t λ0 ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à
❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s n − 1 ✈❡❝t❡✉rs bTe−ATτ1 ✱ bTe−ATτ1 ✱ ✳ ✳ ✳✱ bTe−ATτn−1 ✭❝❡❧❛ ❡st
t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳✻✮✱ ❞❡ s❡♥s t❡❧ q✉❡ sign(bTλ0) = sign(v(t = 0)) ❡t
♥♦r♠é t❡❧ q✉❡ ‖λ0‖ = 1✳ ▲❡s ✐♥st❛♥ts ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ u(t) s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉
q✉❛s✐♣♦❧②♥ô♠❡ bTe−A
Tτn−1λ0✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❝❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ s✐❣♥❡ à ❝❤❛q✉❡ r❛❝✐♥❡
❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳✺✱ v(t) = sign(bTλ(t))✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ v(t) s❛t✐s❢❛✐t ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
✻✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡
✻✳✹✳✶ ❍②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥
❏✉sq✉✬✐❝✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥
❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ♣❡✉t s✬♦❜t❡♥✐r ♣♦✐♥t ♣❛r ♣♦✐♥t ✿ ✉♥❡ ❢♦✐s tr♦✉✈é❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡
❛❧❧❛♥t à ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ❞♦♥♥é✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡
❢❡r♠é❡ ❡♥ ❝❡t ét❛t ❡st ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❛♣♣❧✐q✉❡r à t = 0✳
❊♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❝❡❝✐ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t✱ ❡t ❡♥ ✈❡rt✉ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ✭❚❤♠✳ ✻✳✷✮✱ ♦♥
tr♦✉✈❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ♣♦✉r t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭❊q✳ ✭✻✳✶✸✮✮✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞✬ét❛t s❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿ ❧✬✉♥❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❧✬❛✉tr❡✱
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ ❡st ♠❛①✐♠✉♠✳ ▲❡s ❞❡✉① s♦♥t sé♣❛ré❡s ♣❛r ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
bk(t)
Tλ(t) = 0✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ k ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ s✉r❢❛❝❡
❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✱ ❝❛r ❝✬❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ✐❝✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ s✐❣♥❡✳
✻✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ✾✺
✻✳✹✳✷ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡❧❞❜❛✉♠ ❡t s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥
P♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ▲❚■ ❞✉ t②♣❡ ✭✻✳✶✹✮✱ ♠❛✐s à ♣ô❧❡s ré❡❧s✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❛
✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❢❛❝✐❧✐t❛♥t s♦♥ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊❧❧❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡❧❞❜❛✉♠✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✼✳ ❯♥ ♣♦✐♥t xS ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à t❡♠♣s ♦♣t✐♠❛❧
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ▲❚■ ♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜❧❡ à ♣ô❧❡s ré❡❧s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❛ ❛✉ ♣❧✉s n− 1 ♣❤❛s❡s ✭n− 2 ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s✮✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ Pr♦✉✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t xS ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛✲
t✐♦♥ S ❛ ❛✉ ♣❧✉s n − 1 ♣❤❛s❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❆❥♦✉t♦♥s
✉♥❡ ♣❤❛s❡ ✜❝t✐✈❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ ❛✉ ♣❧✉s
n ♣❤❛s❡s✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♠❡♥❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥
ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ x−1 à ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r xS✳ ❆✉ ♣♦✐♥t xS ✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♠♠✉t❡ ❀ xS
❛♣♣❛rt✐❡♥t ❞♦♥❝ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✳
❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ s✐ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ✉♥ ét❛t x0 à ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢
❝♦♠♣♦rt❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t n ♣❤❛s❡s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❧✉✐ ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ♣❤❛s❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡❧❞❜❛✉♠✳ ■❧
♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à ❝❡t ét❛t ✿ ✐❧ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✳
❈❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♠♦②❡♥ s✐♠♣❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✉r✲
❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✭❞✉ t②♣❡ x = f(τ )✮ ✿ ✐❧ s✉✣t ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❡♥ t❡♠♣s
✐♥✈❡rs❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❛②❛♥t ❛✉ ♣❧✉s n − 1 ♣❤❛s❡s✳
▼❛✐s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❞✉ t②♣❡ f(x) = 0✮ ♣❧✉s ❛✐sé❡
à ✉t✐❧✐s❡r ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❢❛✉t rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ x− f(τ ) = 0 ❡♥ τ ✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♦r❞r❡s ❢❛✐❜❧❡s✳
✻✳✹✳✸ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧
P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st
t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t x = 0✱ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ss♦❝✐é❡✱ v = − sign(x)✳
P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❧❡s s❡✉❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❝♦♥♥✉❡s s✬❡①✲
♣r✐♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ s②stè♠❡ ❡①♣r✐♠é s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠♦❞❛❧❡ ✭❝✳à✳❞ q✉❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ A ❡st s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥✮✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡✳
■❧ ❡st très ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✉ ❣❛✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ K ♣♦✉r
♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♥♦r♠é❡s ✭❞❛♥s [−1, 1]✮✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❞✐✈✐s❡r t♦✉t❡s ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ♣❛r K✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ➓✻✳✷✳✶✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
x˙ = Ax+ bKv ⇔ x˙
K
= A
x
K
+ bv
P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ ✷❡ ♦r❞r❡✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡✳ ■❧ ❡st
❡♥ ❣é♥ér❛❧ t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥
♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✿
x2
x1
❉♦✉❜❧❡ ✐♥té❣r❛t❡✉r ✿ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st
v = − sign
(
x2 +
√
2
√
|x1| sign(x1)
)
✾✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧
❙②stè♠❡ à ✷ ♣ô❧❡s ré❡❧s ❞✐st✐♥❝ts ✿ ➚ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
s②stè♠❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té✱
x˙ =
[
0 1
−λ1λ2 λ1 + λ2
]
x+
[
0
K
]
v
♦♥ ♣❡✉t ❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ P =
K
λ2 − λ1

− 1λ1 1λ2−1 1

✱ ❛✈❡❝
P−1 =
1
K
[−λ1λ2 λ1
−λ1λ2 λ2
]
✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡
w˙ =
[
λ1 0
0 λ2
]
w +
[
λ1
λ1
]
v
❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ s②stè♠❡ ❡①♣r✐♠é s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st
v = − sign
(
w2 − sign(w1)
(
(1 + |w1|)
λ2
λ1 − 1
))
✭✻✳✶✼✮
❖s❝✐❧❧❛t❡✉r ♣❛r❢❛✐t ✿
x =
[
0 ω
−ω 0
]
x+
[
0
1
]
v
▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ❢♦r♠é❡ ❞❡ ❞❡♠✐ ❝❡r❝❧❡s
❞❡ r❛②♦♥ 1/ω✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ❝✐ ❝♦♥tr❡
✭❡♥ ❜❧❡✉✮✳ ❯♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭❡♥ r♦✉❣❡✮ ✐♥❞✐q✉❡
q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✱ ❡t ♥♦♥ ❞❡ ❣❧✐s✲
s❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ s✐❣♥❡ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r
❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡✱ ♠❛✐s ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬② r❡st❡ ♣❛s✱ ✐❧ ♥❡ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❛ tr❛✈❡rs❡r✱ s❛✉❢ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳
x2
x1
1
ω
■♥té❣r❛t❡✉r ✰ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿ ❈❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✬♦r❞r❡
✷ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥
✐♥té❣r❛t❡✉r ♣✉r ❡t ❞✬✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✬é❝r✐t✳
x˙1 = x2
x˙2 = ψ(x2, t) + v
❡t s✐ sign(ψ(x2)) = sign(x2)✱ ❛❧♦rs ❝❡ s②stè♠❡ ❡st st❛❜❧❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❡st ✉♥
s②stè♠❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ s♦✉♠✐s à ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♦❜é✐t à ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡s n ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❞♦♥❝ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✷ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s
♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ à r❡❜♦✉rs à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ✷ ❝♦♠♠❛♥❞❡s
❡①tré♠❛❧❡s ✭v = −1 ❡t v = 1✮✳ ❬❇●✾✼❪ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s
s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳
▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ ✸❡ ♦r❞r❡ s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s à ♠❡♥❡r✳ ▲❡s
❢♦r♠❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♥✬❡①✐st❡♥t à ♠❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ q✉❡ ♣♦✉r
q✉❡❧q✉❡s t②♣❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ s②stè♠❡s✳
✻✳✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ✾✼
❚r✐♣❧❡ ✐♥té❣r❛t❡✉r ✿ ❬P❋✾✸❪ ▲✬❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ r❡✲
q✉✐❡rt ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t❡r♠é❞❛✐r❡s ✿ g(x2, x3)✱
h(x2, x3) ❡t x1S(x2, x3)
g = x2 + sign(x3)
1
2
(x3)
2
h =
1
2
(x3)
2+ sign(g)x2
x1S =
1
6
(x3)
3+ sign(g)h·
(
sign(g)x3+
√
h
)
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs
v = − sign (x1 − x1S(x2, x3)) ✭✻✳✶✽✮
❉♦✉❜❧❡ ✐♥té❣r❛t❡✉r ❡t ✶❡r ♦r❞r❡ ✿ ❆✈❡❝ ✉♥ s②stè♠❡ s✬❡①♣r✐♠❛♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
♠♦❞❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
x˙ =

0 −
1
τ
0
0 0 0
0 0 − 1
τ

x+

−
1
τ
1
τ
1
τ

 v
g(x1, x2) = sign(x1 + x2 +
x22
2
sign(x2))
h(x1, x2) =
√
x22
2
+ g(x1, x2)(x1 + x2)
x3S = −g(x1, x2) + g(x1, x2)eg(x1,x2)x2+h(x1,x2)
(
2− eh(x1,x2))
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs
v = − sign (x3 − x3S(x1, x2)) ✭✻✳✶✾✮
▼ê♠❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✸ ♣ô❧❡s ré❡❧s ❞✐st✐♥❝ts ♥✬❛ ♣❛s✱ à ♠❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ❝♦♠♠❡ ✭λ✱ 2λ✱ 3λ✮ ❬❇❛❧✾✹❪✳
■❧ ♥✬❡①✐st❡ à ♠❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬♦r❞r❡
s✉♣ér✐❡✉r✱ t♦✉t ❛✉ ♣❧✉s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ ❝♦♠♠❡
n ♣ô❧❡s ré❡❧s ❞✐st✐♥❝ts ❬❆❙✻✶✱ ❆t❤✻✷✱ P❈✵✺❪✱ ♦✉ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥té❣r❛t❡✉rs ♣✉r❡ ❬❲●❚✵✶❪✳
✻✳✹✳✹ ❊s♣❛❝❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t s✉♣♣♦sé q✉✬✐❧ ❡①✐st❛✐t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱
❝✳à✳❞ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r❡st❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s V(x, t)✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬❛❧❧❡r ❞✬✉♥
ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ x0 à ✉♥ ét❛t ✜♥❛❧ xf ✳ ◗✉❛♥❞ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❛r V(x, t) ❡st ❝♦♠♣❛❝t✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳ ❙♦✐t RT ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s T ♦✉
✐♥❢ér✐❡✉r✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té R ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ❧❡
s②stè♠❡ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳
✾✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ♦ù ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✱ ❡t ♦ù ✉♥❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ r❡st❡r à ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉✬✐❧ ❧✬❛ ❛tt❡✐♥t✱ ❛♣♣❛rt✐❡♥t
à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ V(x, t)✳ P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥st❛♥t❡ a ❡st ❝♦❧✐♥é❛✐r❡
à b✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ‖a‖ < ‖b‖✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦r♠é❡ ❡♥tr❡ [−1; 1]✳
✕ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs R = ❘n✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t
✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥✉❧❧❡ ♣❡♥❞❛♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧♦♥❣t❡♠♣s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❛rr✐✈❡ ❞❛♥s ✉♥
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ très ❢❛✐❜❧❡
♣♦✉r ❧✬❛♠❡♥❡r à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳
✕ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ✐♥st❛❜❧❡✱ R ❡st ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ♠❛✐s ♥❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❣é♥ér❛✲
❧❡♠❡♥t ♣❛s ❘n t♦✉t ❡♥t✐❡r✱ ❝❛r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s t❡r♠❡s ré♣✉❧s✐❢s ❞❡✈✐❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❆✉❝✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❜♦r♥é❡
♥❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♣❧✉s ❛♠❡♥❡r ❧❡ s②stè♠❡ à s♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳
✻✳✺ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡❧❞❜❛✉♠ s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛rt✐❡❧ ❡t
❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧
❝♦♥s✐st❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✜♥❛❧ xf ✱ ♣✉✐s à ✐♥té❣r❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s à r❡❜♦✉rs ❥✉sq✉✬à
❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❧❡ s②stè♠❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s②stè♠❡s à ♣ô❧❡s ré❡❧s✱ ❝❛r ❞✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✼✱ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s
❛②❛♥t n−1 ♣❤❛s❡s ❞❡ ❝♦♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛✲
♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ♠❛✐s ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f(x) = 0✳ ❖r✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s❡r❛✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ✉♥ ré❣✉✲
❧❛t❡✉r ✿ ✐❧ s✉✣r❛✐t ❞❡ t❡st❡r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ f(x) ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❇✐❡♥
q✉❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥ts ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s②stè♠❡ ❡①♣r✐♠é s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠♦❞❛❧❡✱ ❞ès q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t tr♦♣
❝♦♠♣❧❡①❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ▼♦②❡♥♥❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ s②stè♠❡ s♦✉s
❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs tr♦✉✈❡r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♥✉✲
♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬ét❛t ❡♥ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s②stè♠❡s
❢♦rt❡♠❡♥t ✐♥❝❡rt❛✐♥s ♦✉ ♣❡rt✉r❜és✳
✻✳✺✳✶ ❙②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s
▲❡ s②stè♠❡ ❡①♣r✐♠é s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
x˙ = Ax+ bv
y = x1
✭✻✳✷✵✮
A =


0 1 . . . 0 0
0 0
✳ ✳ ✳ 0 0
✳✳✳
✳✳✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
✳✳✳
0 0 . . . 0 1
a1 a2 . . . an−1 an

 , b =


0
✳✳✳
0
1


❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❡♥ t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦♥ ♣❛s ✉♥ ♣♦✐♥t
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♠❛✐s ✉♥❡ ✈❛r✐été✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ✈♦✐t✉r❡ ❞❡ ❝♦✉rs❡✱ ♠♦❞é❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥
✻✳✺ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡❧❞❜❛✉♠ s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛rt✐❡❧ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✾✾
s②stè♠❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ q✉✐ ✈♦✉❞r❛✐t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ✈✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬❛rr✐✈é❡
❡♥ s✬❛rrêt❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ss✉s✱ ❞❡✈r❛✐t ❛❝❝é❧ér❡r ♣✉✐s ❢r❡✐♥❡r ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❋❡❧❞❜❛✉♠✱ ❝❛r ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ▼❛✐s t♦✉t ❧❡ ♠♦♥❞❡ s❛✐t q✉✬✐❧ ♥❡
❢❛✉t ♣❛s ❢r❡✐♥❡r ❥✉st❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬❛rr✐✈é❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ s❡r❛✐t ✐❧ ❢❛✉① ❄
◆♦♥✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♥✬❡st ♣❧✉s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥ s❡✉❧ ét❛t ✭♣♦s✐t✐♦♥✱
✈✐t❡ss❡✮✱ ♠❛✐s ✉♥❡ s♦✉s✲✈❛r✐été ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❞é✜♥✐❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✜①é❡✱
❛✉❝✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♥✬ét❛♥t ❢❛✐t❡ s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳ ❊t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥✬❛ q✉✬✉♥❡
s❡✉❧❡ ♣❤❛s❡✱ ❝❛r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st 1✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❡♥ t❡♠♣s ✐♥✲
✈❡rs❡✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢✱ ♦♥ ❛❞♦♣t❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
t
u
0
τ1τ2τ3❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❯♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠✲
♠✉t❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡s ❞✉ré❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♣❤❛s❡ s♦♥t✱ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡✱ τn✱
τn−1✱✳ ✳ ✳✱ τ1✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ✭❞❛♥s {−1;+1}✮ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❡st s s❡r❛ ♥♦té❡ (s, τ1, τ2, . . . , τn)✳ P♦✉r
❣❛r❛♥t✐r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ❞✉ré❡s ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✭❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦✲
❣✐q✉❡s✮ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥✉❧❧❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ τi 6= 0 s✐ τj 6= 0 ❛✈❡❝ i < j✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✹✳ ❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ [x1, . . . xk]T = fk(s, τ1, . . . , τk) q✉✐✱ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à k
♣❤❛s❡s (s, τ1, . . . , τk) ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡t s❡s k− 1 ♣r❡♠✐èr❡s ❞ér✐✈é❡s [x1, . . . , xk]T ❝❛❧❝✉❧és
❡♥ t❡♠♣s ✐♥✈❡rs❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✺✳ ❙♦✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ R ∈ ❘n ❞❡s ét❛ts ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t ♦❜❥❡❝t✐❢
xf ✳ ▲❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ Rk ⊂ ❘k✱ k 6 n ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs [x1, . . . , xk] ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t ❛✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ét❛ts ❞❡ R✳
✻✳✺✳✷ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥
P♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡
s✉✐✈❛♥t
▲❡♠♠❡ ✻✳✽✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ▲❚■ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n à ♣ô❧❡s ré❡❧s
❡t ❝♦♠♣♦rt❛♥t k < n ③ér♦s ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✮ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ s✐❣♥❡ ❛✉ ♣❧✉s k ❢♦✐s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉é❝♦♠♣♦s♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ✉♥ s♦✉s s②stè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉✐ ❝♦♠♣r❡♥❞ k+1
♣ô❧❡s ❡t ❧❡s k ③ér♦s✱ s✉✐✈✐ ❞❡ n − (k + 1) s②stè♠❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ➱t✉❞✐❡r ❧❛ ré♣♦♥s❡
✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ r❡✈✐❡♥t à ét✉❞✐❡r s❛ ré♣♦♥s❡ ❧✐❜r❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧
x0 = b✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s♦✉s s②stè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ✉♥ q✉❛s✐♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré t♦t❛❧ k✳
❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳✺✱ ❡❧❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ s✐❣♥❡ ❛✉ ♣❧✉s k ❢♦✐s✳
❈❡tt❡ ré♣♦♥s❡ ❡st ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r s②stè♠❡ ❞✉ ✶❡r ♦r❞r❡✳ ❖r✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❞✉ ✶❡r♦r❞r❡ à ✉♥❡ ❡♥tré❡ q✉✐ ❝❤❛♥❣❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ s✐❣♥❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ q✉✬❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡
s✐❣♥❡✳ P❛r ✉♥❡ ré❝✉rs✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ s❛ ré♣♦♥s❡ à ✉♥❡ ❡♥tré❡ q✉✐ ❝❤❛♥❣❡ k ❢♦✐s
❞❡ s✐❣♥❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ q✉✬❛✉ ♣❧✉s k ❢♦✐s ❞❡ s✐❣♥❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ ✶❡r♦r❞r❡
❡st ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ s✉✐✈❛♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ s✐❣♥❡ ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❛s
❡♥ tr❛✈❡rs❛♥t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞✉ ✶❡r ♦r❞r❡✳ ▲❛ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛ ❞♦♥❝ ❛✉ ♣❧✉s k
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ s✐❣♥❡✳
▲❡ t❤è♦rè♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❡st ✿
✶✵✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧
❚❤❡♦rè♠❡ ✻✳✾✳ P♦✉r t♦✉t k 6 n✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fk✱ ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ {−1;+1}×❘+k
❡t Rk✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐tM0 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞♦♥t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t x1, . . . xk✱
❛✈❡❝ [x1, . . . xk]T ∈ Rk✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à
t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♠❡♥❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡ ❞é♣❛rt M0 à ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ xf ❛ ❛✉ ♣❧✉s
k ♣❤❛s❡s ❞❡ ❝♦♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ♣✉✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t
x0 ∈M0 s♦♥t ✉♥✐q✉❡s✳
❱✉ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ M0 à xf ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡
❝❤♦s❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♦♣t✐♠❛❧ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❈♦♠♠❡
bTλ = λn✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛❞❥♦✐♥t❡ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s♦♥t
λ˙ =


0 0 · · · 0 −a1
−1 0 · · · 0 −a2
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
✳✳✳
0 · · · −1 0 −an−1
0 0 · · · −1 −an

λ ✭✻✳✷✶✮
u = − sign(λn) ✭✻✳✷✷✮
▼♦②❡♥♥❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ λi = (−1)n−iλi✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ s♦✉s
❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ [(−1)n−1λ1, . . . , (−1)n−kλk, 0, . . .
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ [(−1)n−1λ1, . . . , (−1)n−kλk, 0, . . . , 0]T✱ u ❡st ❧❛ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
λ˙ =


0 · · · 0 (−1)na0
1 · · · 0 (−1)n−1a1
✳✳✳
✳ ✳ ✳
✳✳✳
0 · · · 1 −an−1

λ+


(−1)n−1λ1
✳✳✳
(−1)n−kλk
0
✳✳✳
0


δ(t) ✭✻✳✷✸✮
u = − sign(λn) ✭✻✳✷✹✮
♦ù δ(t) ❡st ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ s♦rt✐❡ λn✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ❧❛ ❢♦r♠❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❛②❛♥t n ♣ô❧❡s ré❡❧s ✭♦♣♣♦sés à ❝❡✉① ❞✉ s②stè♠❡✮
❡t k − 1 ③ér♦s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✳✽✱ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ λn(t) ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ q✉✬❛✉ ♣❧✉s k − 1 ❢♦✐s✱
❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♦♣t✐♠❛❧ u(t) ♥✬❛ q✉✬❛✉ ♣❧✉s k ♣❤❛s❡s✳
Pr♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ x0 ❡st
✉♥✐q✉❡✳ ❉✬❛♣rès ❬❆❋✻✻❪✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts RT à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ♦♥ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ xf
❡♥ ✉♥ t❡♠♣s T ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❝r♦ît ❛✈❡❝ T ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t
❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ x1 à xf ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s T ❡st à t❡♠♣s ♦♣t✐♠❛❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x1 ❡st s✉r ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ RT ✳ x0 ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t RT ❡t ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ss✐ à M0✳
❙✬✐❧ ❡①✐st❛✐t ✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ M0 ❡t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
❞❡ RT ✱ ❝♦♠♠❡ RT ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡r❛✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ M0 ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ RT ✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❛tt❡✐♥t ❡♥ ♠♦✐♥s ❞❡ t❡♠♣s q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à
t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ x0 ❡st ❞♦♥❝ ✉♥✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♥♦r♠❛❧
✭❝❢➓✻✳✸✳✶✮✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬❛❧❧❡r ❞❡ x0 à xf ❡st ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ✉♥✐q✉❡✳
✻✳✺ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡❧❞❜❛✉♠ s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛rt✐❡❧ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✶✵✶
✻✳✺✳✸ ❋♦r♠❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉✲
t❛t✐♦♥ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✶✵✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à t❡♠♣s
♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ▲❚■ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ✭✻✳✷✵✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
xnd(x1, x2 . . . , xn−1)− xn = 0 ✭✻✳✷✺✮
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬❡①♣r✐♠❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
v(x) = − sign(xnd(x1, x2 . . . , xn−1)− xn) ✭✻✳✷✻✮
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✼✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉✲
t❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ♣♦✐♥ts à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ♦♥ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❣râ❝❡ à ✉♥❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❛②❛♥t ❛✉ ♣❧✉s n− 1 ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s✳
❖r✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ fn−1 ❡♥tr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝♦♠♠❛♥❞❡s à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❛②❛♥t ❛✉ ♣❧✉s n−1 ♣❤❛s❡s ❡t Rn−1✳ P♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ Rn−1
❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s [x1, . . . , xn−1]✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s
♠✐♥✐♠❛❧ ❛②❛♥t k − 1 ♣❤❛s❡s (s, τ1, . . . , τn−1) à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣♦✐♥t [x1, . . . , xn−1] ❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t
fn−1✳ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t à r❡❜♦✉rs ❧❡ s②stè♠❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ xf ✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ xn ❞❡
❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ x = [x1, . . . , xn−1, xn]✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ xnd(x1, x2 . . . , xn−1) q✉✐✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s n− 1 ♣r❡♠✐èr❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ét❛t ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ xnd t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t s♦✐t s✉r ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
❞❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜✐❧✐té ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛
❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à 0✳ ❙✐ xn > xnd(x1, x2 . . . , xn−1)✱
✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s♦✐t ♥é❣❛t✐✈❡ ♣♦✉r q✉❡ xn ❞✐♠✐♥✉❡ ♣♦✉r r❡❥♦✐♥❞r❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡
❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✱ ❡t ❧✬♦♣♣♦sé ❡st ✈r❛✐ s✐ xn < xnd(x1, x2 . . . , xn−1)✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛s q✉✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡
❢♦r♠❡ ✭✻✳✷✺✮ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❛s à ♣❛s✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✐♥✈❡rs❡r f 1✱ ♣✉✐s f 2✱ ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à
fn−1✳
✻✳✺✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧
■❧ s✬❛❣✐t ✐❝✐ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❧✐és ✿
✕ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts xnd(x1, x2 . . . , xn−1) ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡
❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥
✕ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts ♣♦✉r s❛✈♦✐r ❞❡ q✉❡❧ ❝ôté ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞♦♥♥é ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t s❡ tr♦✉✈❡✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❝❛r ✐❧ ❡st ❡①é❝✉té
❤♦rs ❧✐❣♥❡✱ s✉r ✉♥ P❈✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧✉✐✱ ❞♦✐t êtr❡ ❧❡
♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❛r ✐❧ ❞♦✐t êtr❡ ❡①é❝✉té ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
♣❡✉ ♣✉✐ss❛♥t✳ ▲❡ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❛r ❧❛ ♠é♠♦✐r❡
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❡♠❜❛rq✉é ❡st ❢❛✐❜❧❡✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s é❝♦♥♦♠❡ ❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
♠✉❧t✐❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡✱ ❝✳à✳❞ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐♥ts ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝és s✉✐✈❛♥t
✶✵✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s (x1, x2 . . . , xn−1)✳ ▲✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐✲
s♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ❝❤♦✐s✐❡✱ ❝❛r
❡❧❧❡ ❡st s✐♠♣❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✭♣❡✉ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❧✐❣♥❡✮✱ ❡t q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦r❞r❡ ♣❧✉s é❧❡✈é
✭❝✉❜✐q✉❡s✱✳ ✳ ✳ ✮ ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ❡①✐❣❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
à ✐♥t❡r♣♦❧é❡ s♦✐t ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ♦r xnd(x1, x2 . . . , xn−1) ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ♣❛rt♦✉t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❛♥t n − 2 ♣❤❛s❡s ♦✉ ♠♦✐♥s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛rr✐✈❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ❡t ② r❡st❡✱ ❝❛r ✐❧s ❢♦r♠❡♥t ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♠❡♥❛♥t ✈❡rs ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡
❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s♦✐t ♣ré❝✐s❡ ❞❛♥s ❝❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳
▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡♥t❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ♥♦♥ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡ xnd(x1, x2 . . . , xn−1) ❡♥tr❛î♥❡
✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ P♦✉r ❧❛ ré❞✉✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t à ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛②❛♥t n− 2 ♣❤❛s❡s ♦✉ ♠♦✐♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♠♣❧✐q✉❡r❛✐t ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✉♥ ❝♦♥st❛t ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ t♦✉t ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛
❣r✐❧❧❡ ✿ s✐ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛✉① ♣♦✐♥ts ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞♦✐t êtr❡ é❧❡✈é❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡
❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✜♥❛❧❡✱ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❢♦r❝é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
♣ré❝✐s❡✳ ■❧ ❞♦✐t ❥✉st❡ r❡st❡r ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✐❞é❛❧❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬✐❞é❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❣r✐❧❧❡s ❞❡ ✜♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ❧✬✉♥❡ ❛②❛♥t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r✱ ♠❛✐s
s✬ét❡♥❞❛♥t s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡✱ ❧✬❛✉tr❡ ♥❡ ❝♦✉✈r❛♥t
q✉✬✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ♠❛✐s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
r❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❣r✐❧❧❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt ♣ré❝✐s✐♦♥ ✴ ♥♦♠❜r❡
t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭❞♦♥❝ t❛✐❧❧❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✮✳
▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ét❛♥t s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✵✱ ✐❧ ♥✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥❡ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✳ ▲✬❛✉tr❡ s✬❡♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r s②♠étr✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦r♠é❡✱ ❝❛r ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs s❡ r❛♠❡♥❡r à ❝❡
❝❛s ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❝❢ ➓✻✳✷✳✶ ❡t ➓✻✳✹✳✸✮✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts tr❛✈❛✐❧❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ✐♥✈❡rs❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✳ ❚r♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r xnd ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à xa = (x1, x2, . . . , xn−1)
❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛②❛♥t ❛✉ ♣❧✉s n− 1 ♣❤❛s❡s ❡t ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❧❡
s②stè♠❡ ❡♥ xa✱ ❝❡ q✉✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤♠✳ ✻✳✾✳ ■❧ s✉✣t ❡♥s✉✐t❡ ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❡
s②stè♠❡ ✭t♦✉❥♦✉rs à r❡❜♦✉rs à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✮ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡
xn✳
P♦✉r ✐♥✈❡rs❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ [x1, . . . xk]T = fk(s, τ1, . . . , τk) ♣♦✉r k = n− 1✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛
♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❡ fk✱ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
◆❡✇t♦♥✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ s♦✐t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡q✉✐❡rt
✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
▼❛✐s ✈✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ✐♥✈❡rs❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ré✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✉
❝♦♠♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ✈♦✐s✐♥✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ❞✉ré❡s
τi ❞♦✐✈❡♥t ❝♦♥st❛♠♠❡♥t r❡st❡r ♣♦s✐t✐✈❡s✱ s✐♥♦♥ ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s✳ P♦✉r
❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤❛♥❣❡r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❡r ❧❡s
❞✉ré❡s✱ ❝❛r ♦♥ r❛❥♦✉t❡ ♦✉ s✉♣♣r✐♠❡ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✳ ❆✉❝✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♥❡ ❣ér❛♥t ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s✱ ✐❧ ✈❛✉t ♠✐❡✉① s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞✉ s✐❣♥❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ❛✈❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡
❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s fk s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r k = 1 à k = n✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ♥✉❛❣❡
❞❡ ♣♦✐♥ts rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ fk−1✱ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t t❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ r❡st❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ❝ôté ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ fk−1✳
✻✳✺ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡❧❞❜❛✉♠ s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛rt✐❡❧ ❡t ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✶✵✸
❯♥ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❡ fk ❡st s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ♦ù
τk−1 = 0✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣♦s❡ ❧❡ r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t
♣❛s ❧❛ ❞ér✐✈é❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞✱ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts✳
P♦✉r rés✉♠❡r✱ ❡♥ ♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t q✉❡ ❧❛ ❞❡♠✐ ❣r✐❧❧❡ x1 > 0 ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦r♠é❡✱
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡st ✿
➱t❛♣❡ ✶ ✿ ✐♥✈❡rs❡r [x1] = f 1(s, τ1) ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡♥
❛❧❧❛♥t ❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡ x10 > 0 ❥✉sq✉✬à x1 < x1max ✳ ▲❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é
♣❛r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐✈✐sé ♣❛r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✮✳ ▲✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡
❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✱ ♦✉ t♦✉t ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳
➱t❛♣❡ ✷ ✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs x2 ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡ s②s✲
tè♠❡✳
➱t❛♣❡ ✸ ✿ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t [x10 , x20 ] ❝❛❧❝✉❧és ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✭❡t ❧❛
✈❛❧❡✉r (τ10 , τ20) ❛ss♦❝✐é❡✮✱ ✐♥✈❡rs❡r ❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡ [x10 , x2] = f 2(s, τ1, τ2) ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❞❡ x10 > 0 à x1max ❡t −x2max à x2max✮✳
P♦✉r x2 > x20 ✱ s = 1✱ ❡t ♣♦✉r x2 < x20 ✱ s = −1✱ ❡t ✐❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r✈❡rt✐r τ1
❡t τ2 ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ③♦♥❡s✳
➱t❛♣❡ ✹ ✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs x3 ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡ s②s✲
tè♠❡✳
➱t❛♣❡s ✺ ❡t s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❘é✐tér❡r ❧❡s ét❛♣❡s ✸ ❡t ✹ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k ❥✉sq✉✬à
n− 1✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐♥✈❡rs❡r [x10 , x20 , . . . xk] = f 2(s, τ1, τ2, . . . , τk) ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts
❞✬✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k✱ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ xk+1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣♦✐♥t x ❞♦♥t ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ s❛✈♦✐r ❞❡ q✉❡❧ ❝ôté ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡✱
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ✿
➱t❛♣❡ ✶ ✿ ❙✐ ❧❡ ♣♦✐♥t ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❞❡♠✐ ❡s♣❛❝❡ x1 < 0✱ ❡①é❝✉t❡r ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s
❛✈❡❝ ❧❡ s②♠étr✐q✉❡ ✭−x✮✱ ❡t ✐♥✈❡rs❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✻✳
➱t❛♣❡ ✷ ✿ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ j✱ s✐ xj ❡st ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ xji ❡t
xji+1 ✱ ❝❛❧❝✉❧❡r cj =
xj − xji
xji+1 − xji
✳ cj ❡st ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✳
➱t❛♣❡ ✸ ✿ ❆♣♣❡❧♦♥s xjg ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ j✳ ❈❛❧❝✉❧❡r
ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r j ❛❧❧❛♥t ❞❡ 1 à n− 1
xnd(x1g , . . . , xj−1g , xj, . . . , xn−1) = (1− cj)xnd(x1g , . . . , xj−1g , xji , xj−1, . . . , xn−1)
+ cjxnd(x1g , . . . , xj−1g , xji+1 , xj−1, . . . , xn−1) ✭✻✳✷✼✮
➱t❛♣❡ ✹ ✿ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ xn ❞✉ ♣♦✐♥t à t❡st❡r à ❧❛ ✈❛❧❡✉r xnd ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣ré❝❡❞❡♠✲
♠❡♥t✳
✻✳✺✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥té❣r❛t❡✉rs ♣✉rs
❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥té❣r❛t❡✉rs ♣✉rs✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré
−1 ❡t ❞❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❖♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r
ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts à st♦❝❦❡r ❞❡ 1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱
xnd(x1, x2 . . . , xn−1) = κ
−1xnd(κ
nx1, κ
n−1x2, . . . , κ
n+1−ixi, . . . , κ
2xn−1)
✻■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t❡st❡r ❧❡ s✐❣♥❡ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡r❡♥❞r❡ ❧❡ s②♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡
❧❛ ❣r✐❧❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ❝❛s ♦ù x1 ≃ 0
✶✵✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧
▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ κ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t
a = [κnx1, κ
n−1x2, . . . , κ
n+1−ixi, . . . , κ
2xn−1]
T
s♦✐t s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡ ✉♥✐té ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧❡r
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ xnd ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❝❡tt❡ s♣❤èr❡ ✉♥✐té ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s t♦✉t
❧✬❡s♣❛❝❡✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t q✉✐ ✈❛ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s
✏r❛②♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s✑ ❝✳à✳❞ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s {dκx, κ > 0}✱ ❡♥ r❛②♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r
✉♥❡ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t ✿


x1
x2
✳✳✳
xi
✳✳✳
xn−1


→


n
√
|x1| sign(x1)
n−1
√
|x2| sign(x2)
✳✳✳
n+1−i
√
|xi| sign(xi)
✳✳✳√
|xn−1| sign(xn−1)


❉❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡


κnx1
κn−1x2
✳✳✳
κn+1−ixi
✳✳✳
κ2xn−1


→


κ n
√
|x1| sign(x1)
κ n−1
√
|x2| sign(x2)
✳✳✳
κ n+1−i
√
|xi| sign(xi)
✳✳✳
κ
√|xn−1| sign(xn−1)


❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✶✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❢❛❝✐❧✐té ❞❡ ❝❧❛❝✉❧ ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ ♦♥ ✈♦✐t
q✉❡
n−1∑
i=1
κ n+1−i
√
|xi| = κ
n−1∑
i=1
n+1−i
√
|xi|
❙✐ a ❡st ❝❤♦✐s✐ s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té✱
∑n−1
i=1 κ
n+1−i
√|xi| = 1 ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❞✬♦ù
κ =
1∑n−1
i=1
n+1−i
√
|xi|
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ xnd(x1, x2 . . . , xn−1) ❡st ❞♦♥❝ ✿
➱t❛♣❡ ✶ ✿ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ xi → n+1−i
√
|xi| sign(xi)✳
➱t❛♣❡ ✷ ✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ ✶ ❞❡ ❧✬ét❛t tr❛♥s❢♦r♠é ❡t ❧✬✐♥✈❡rs❡r✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ κ✳
➱t❛♣❡ ✸ ✿ ◆♦r♠❛❧✐s❡r ❧✬ét❛t tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ♣❛r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r κ✳
➱t❛♣❡ ✹ ✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ xnd ♣♦✉r ❧✬ét❛t tr❛♥s❢♦r♠é ❡t ♥♦r♠❛❧✐sé✱ ♣❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✭❝❛❧❝✉❧és s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té✮✳
➱t❛♣❡ ✺ ✿ ❉✐✈✐s❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t ♣❛r κ✳
✻✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✵✺
●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t
❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

x1
x2
✳✳✳
xi
✳✳✳
xn−1


→


|x1|
p
n sign(x1)
|x2|
p
n−1 sign(x2)
✳✳✳
|xi|
p
n+1−i sign(xi)
✳✳✳
|xn−1|
p
2 sign(xn−1)


❛✈❡❝ p str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ❙✐ p = 1✱ ♦♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♠❛✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❣é♥ér❛❧❡ 

κnx1
κn−1x2
✳✳✳
κn+1−ixi
✳✳✳
κ2xn−1


→


κp x1
p
n
κp x2
p
n−1
✳✳✳
κp xi
p
n+1−i
✳✳✳
κp xn−1
p
2


κ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦rs ♣❛r
κ = p
√
1∑n−1
i=1 xi
p
n+1−i
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ à ❧✬✐♥st❛r ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✉t✐❧✐sé❡ ✭♥♦r♠❡ ✶✱ ✷ ♦✉
∞✮✱ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❧✐❜❡rté ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s é❝♦♥♦♠❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❡t ❡♥
♠é♠♦✐r❡✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳
✻✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜rè✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐✲
♥✐♠❛❧✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛❜♦r❞❡r s❡r❡✐♥❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ P♦♥tr②❛❣✐♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✿ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st s♦✐t
♠✐♥✐♠✉♠✱ s♦✐t ♠❛①✐♠✉♠✱ s❛✉❢ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ❞é❣é♥érés ♦ù ❧❡ ❝♦ét❛t λ ❡st ♥✉❧ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✲
✈❛❧❧❡✳ P♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té t♦t❛❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ♣❤❛s❡s ♦ù ❡❧❧❡ ❡st ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❧t❡r♥❛♥t ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ♦ù ❡❧❧❡
❡st ♠❛①✐♠✉♠✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ét❛♥t ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s s②stè♠❡s ♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡❧❧❡
s✬ét❡♥❞ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① s②stè♠❡s ❞é❝♦✉♣❧❛❜❧❡s✳ ▲❡s s②stè♠❡s à ♣ô❧❡s ré❡❧s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
♦♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ✈❛ s❡ ré✈é❧❡r ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❋❡❧❞❜❛✉♠ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡
❞✬♦r❞r❡ n ❡st ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬❛✉ ♣❧✉s n ♣❤❛s❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡
✭s♦✐t ♠✐♥✐♠✉♠✱ s♦✐t ♠❛①✐♠✉♠✮✳
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠✲
♠✉t❛t✐♦♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❡♥ ❞❡✉① ✿ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡✱
❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡✱ ♠❛①✐♠❛❧❡✳ P♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s à ♣ô❧❡s ré❡❧s✱ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡❧❞✲
❜❛✉♠✱ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ❧❡ s②stè♠❡
✶✵✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧
♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♦♣t✐♠❛❧ ❛②❛♥t ❛✉
♣❧✉s n− 1 ♣❤❛s❡s✳
◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❡t ✸ ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❡t ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✳ ■❧s s✉❣✲
❣èr❡♥t ❛✉ss✐ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s s✉r❢❛❝❡s✳ P♦✉r ❧❛ ✈❛✐♥❝r❡✱ ❡t ♣♦✉✈♦✐r
✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❞❡✉① ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s♦♥t ♣r♦♣♦sés ✿ ❧✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♣♦✉r t♦✉t
s②stè♠❡ ▲❚■ à ♣ô❧❡s ré❡❧s✱ ❧✬❛✉tr❡ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① ❝❤❛î♥❡s ❞✬✐♥té❣r❛t❡✉rs ♣✉r❡s ♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❡t ❞♦♥❝ s❛ t❛✐❧❧❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ré✉t✐❧✐s❡r❛ ❝❡s ♥♦t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r à ❞❡s s②stè♠❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✼
❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡
s✉♣ér✐❡✉r ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à
t❡♠♣s ♦♣t✐♠❛❧
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ét❛✐t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉✱ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦✉ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❞♦♥❝ ♣✉r❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡s✳ ▼❛✐s ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❡t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ♦♥t ♣❧✉s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ q✉❡
❧❡ ❢❛✐t ❞✬êtr❡ ❞❡✉① ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st
❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✭❝❢✳ ➓✷✳✷✳✶✮
❡st ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à
t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ s♦✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ s✐♥♦♥✱
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st à str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡t ♣❛s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
♣❡r♠❡t✱ à ❧✬✐♥st❛r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✶✱ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡r ✉♥
s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣râ❝❡ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲à ♦ù ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ n− 1 s✐ n
❡st ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ s②stè♠❡✶✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ✐❝✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❛r
✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ r❡st❡
❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❥❡t❡r ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡
s②stè♠❡ ❧✉✐ ♠ê♠❡ s♦✐t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐té❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥✱ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s
✜♥✐ ✈❡rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ✐❞é❛❧✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ré❡❧✳ ▲❛
tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ét✉❞✐❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à ✉♥ s②stè♠❡ ▲❚■
q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡t ♥♦♥
♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥
♠✐♥♦r❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❧à ♦ù ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❛✐t
q✉✬à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡
♠❛♥✐èr❡ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❛♣rès ❛✈♦✐r ♠♦♥tré
♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s
êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s t❡❧❧❡s q✉❡❧❧❡s✳
✶P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲❡♥tré❡s✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st n− p ❛✈❡❝ p ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s
✶✵✽ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♦♣t✐♠❛❧
✼✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ▲❚■ ♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s à
♣ô❧❡s ré❡❧s✱ ❝✳à✳❞ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡❧❞❜❛✉♠✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t ♣❡rt✉❜❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡s✳
x˙ ∈ Ax+ b([Γm; ΓM ]u+ [−C;C]) ✭✼✳✶✮
❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✶✳ ❯♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ t❡❧ q✉❡ ✭✷✳✶✮ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡
▲❚■ ✐♥❝❡rt❛✐♥✳ ■❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❡ t❡r♠❡ ψ(x, t) ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
❧✬ét❛t ✿ aTx✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❢❛✐t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ é✈♦❧✉❡ ❧✬ét❛t✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✳✶✮
❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs
x˙n ∈ aTx+ [−C ′, C ′] + [Γm,ΓM ]u ✭✼✳✷✮
❛✈❡❝ [−C ′, C ′] ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♦r✐❣✐♥❡❧ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥♥é❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✷✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ▲❚■ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥té❣r❛t❡✉rs ♣✉rs✱ ❝✬❡st ❧❡
s②stè♠❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳
❊♥ ♣♦s❛♥t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡♥tré❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡
x˙ = Ax+ bv ✭✼✳✸✮
♦♥ ❛❜♦✉t✐t à ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉✳ ❙❡✉❧❡ ❧✬❡♥tré❡ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡
❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✿
v ∈ [−C ′, C ′] + [Γm,ΓM ]u
0
ΓmuM − C
−ΓmuM + C
ΓMuM + C
−ΓMuM − C
❙❛ ❡①❛❝t❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ♠❛✐s s✐ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ u ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥s✱ ❝✳à✳❞ q✉❡ uM > Γ−1m C
′ ❡t q✉❡ u ♥❡ ♣r❡♥❞ q✉❡ s❡s ✷ ✈❛❧❡✉rs
❡①trê♠❡s ✿ +uM ❡t −uM ✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡
|v| > ΓmuM − C ′ > 0
❉♦♥❝✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ v ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ΓmuM − C ❡st
❡♥ t❤é♦r✐❡ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♠✲
♠✉t❛♥t à ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭➓✷✳✷✳✶✮✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✸✳ ■❧ ♥✬❡st ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐ q✉❡ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❡t ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❧❛rté✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♦✉ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞✐ss②♠étr✐q✉❡s✱
❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✻✳✶✹✮✳ ❚❛♥t q✉❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ r❡st❡r s✉r ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❛♣♣❛rt✐❡♥t
❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ❧❛
❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✳
✼✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ✶✵✾
✼✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❞❡ ♣❛r
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✳ ▼❛✐s ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ré❡❧❧❡ ✿ ❡❧❧❡ ❡st ♣❧✉s
❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❥❡t❡r ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r
❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳ ❆♣♣❡❧♦♥s SvM ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡ s②s✲
tè♠❡ ✭✻✳✶✹✮ ✭♦✉ ✭✼✳✸✮✮ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ [−vM , vM ]✳
❖♥ ♣♦s❡ svM (x) ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ss♦❝✐é❡ ♣♦✉r ❧✬ét❛t x✳
❚❤❡♦rè♠❡ ✼✳✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✼✳✶✮✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
u(x) = −uMsvN (x) ✭✼✳✹✮
❛✈❡❝ svN (x) ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❉❡❢✳ ✼✳✶ ❡t vN ét❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ré❣❧❡r t❡❧ q✉❡
0 < vN 6 ΓmuM − C ′ ✭✼✳✺✮
❡st ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts q✉✐ st❛❜✐❧✐s❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s
✜♥✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ t❡♠♣s ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s
♠✐♥✐♠❛❧ q✉✐ ❝♦♥trô❧❡r❛✐t ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✭✼✳✸✮ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ vN ✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ▲❡♠✳ ✼✳✷✱ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❚❤♠✳ ✻✳✾✱ ♣r♦✉✈❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡ τn(x)
♣♦✉r τn(x) 6= 0✳ ➱t❛♥t ✉♥ ❧❡♠♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❡①♣♦sé ❛♣rès ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣♦✉r
♥❡ ♣❛s ❛❧♦✉r❞✐r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣r♦✉✈❛♥t q✉❡ ❧❡
s②stè♠❡ ❛tt❡✐♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❡t ② r❡st❡✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
❞❡ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r
❧❡s ♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs ✭❝❢ ➓✻✳✹✳✸✮✱ ✐❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❡♥ s❡ s♦✉✈❡♥❛♥t ❞✉ ❈♦r✳ ✻✳✼✱ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉✲
t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛
r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ τn ✭❝❢ ❉❡❢✳ ✻✳✸✮ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ τn(s,x) ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣♦✉r τn 6= 0✱ ❞♦♥❝
❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠✳ ✼✳✷ ❡①♣♦sé ❝✐✲❛♣rès✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡tt❡
❞✉ré❡ ❡st t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❡❧❧❡ ❢❛✐t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦✉✈❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦✲
♠✐♥❛❧✱ τ˙n = −1 ❤♦rs ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❀ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✱ q✉❡ τ˙n 6 −1 ♣♦✉r
❧❡ s②stè♠❡ ré❡❧✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥trô❧é ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ x(t) ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ τn✱
τn(x(t)) = τn(t=0)− t
♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❥✉sq✉✬à τn = 0✳
❉♦♥❝✱ τ˙n = −1 ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝❧ôt ❧❛ ✶r❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✐❞é❡ q✉❡ ❬❊❛t✻✷❪✱ ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ vNsvN (x)✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛r❢❛✐t❡✱ bvNsvN (x)
✶✶✵ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♦♣t✐♠❛❧
❡st t❡❧❧❡ q✉❡ τ˙n ❞é❝r♦ît ❧❡ ♣❧✉s ✈✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ τ˙n =
∂τn
∂x
Ax+
∂τn
∂x
bvNsvN (x)✱ ❞♦♥❝
∂τn
∂x
bsvN (x) < 0✳
❘❡♣r❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ré❡❧ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
∆x ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧✳
∆x˙ = Ax+ bv − (Ax+ bvNsvN (x))
= b (v − vNsvN (x))
= b (|v| − vN) svN (x)
❈♦♠♠❡ |v| > vN ❞✬❛♣rès ✭✼✳✺✮ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ v✱
τ˙n =
∂τn
∂x
Ax+
∂τn
∂x
bv
= −1 + ∂τn
∂x
b (|v| − |vnom|) svN (x)
6 −1
❉♦♥❝✱ τn(x) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ q✉✐ ❞é❝r♦ît ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ✈✐t❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
♥♦♠✐♥❛❧✱ ❞♦♥❝ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❜♦r♥é ♣❛r τn(t = 0)✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é q✉❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r
❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ vN ❡st ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❞♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡ ❧✬❛tt❡✐♥t ❡♥
t❡♠♣s ✜♥✐✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡tt❡
s✉r❢❛❝❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❱✉ q✉✬❡♥ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❝❡❧❧❡ ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐t ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱ ❞♦♥❝
❛tt❡✐♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ 0 ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✹✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❊q✳ ✭✼✳✺✮ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♣❛s s❡✉❧❡✲
♠❡♥t s✉✣s❛♥t❡✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s❡ tr♦✉✈❡
s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t à t = t0✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✱ q✉❛♥❞ |v| = KmuM − C < vN ✱ ❧❡
s②stè♠❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s✉✐✈r❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ vN ✳
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✈❛ s❛t✉r❡r ❡t ❧❡ s②stè♠❡ q✉✐tt❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✿ ❧❡ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t ❡st ♣❡r❞✉✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✺✳ ❊♥ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t✱ ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐t ❧✬✉♥❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ vN ❛②❛♥t ❛✉ ♣❧✉s
n − 1 ♣❤❛s❡s ❞❡ ❝♦♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ v ❡st ❞♦♥❝ ❧❛
séq✉❡♥❝❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳
t
u
0
τ1τ2τ3
▲❡ ❢❛✐t q✉❡ τn(s,x) ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ♣r♦✲
♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✈✐❡♥t ❞✉ ❧❡♠♠❡
s✉✐✈❛♥t✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✷✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
[x1, . . . xn]
T = fn(s, τ1, . . . , τn) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❉❡❢✳ ✻✳✹✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✱ ❡t
s♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ♦ù τn 6= 0✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ x(s, τ1, . . . , τn) ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❚❤♠✳ ✻✳✾✳
P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡ s♦♥ ✐♥✈❡rs❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳ P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s τn > 0 ❡t τn < 0✱ ❧❡ s✐❣♥❡ s ❡st ❝♦♥st❛♥t✱ ❡t
✼✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ✶✶✶
τi > 0 ∀i ∈ [1, n]✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❙✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ∂x∂τ
❡st ré❣✉❧✐èr❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ x(s, τ1, . . . , τn)✱ ❡st ∂x∂τ
−1
✱ s ét❛♥t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥
♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦♥st❛♥t✳
❈❛❧❝✉❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ x(s, τ1, . . . , τn) ❡t s❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t ✿
θ0 = 0
θ1 = τ1
θ2 = τ1 + τ2
✳✳✳
θn =
n∑
i=1
τn
t❡❧ q✉❡
τi = θi − θi−1
▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s θi r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ❞✉ré❡ r❡st❛♥t❡ ❥✉sq✉✬à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✉ i❡ ✐♥st❛♥t ❞❡
❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✭❡♥ t❡♠♣s ✐♥✈❡rs❡✮✳
❊♥ ✐♥té❣r❛♥t à r❡❜♦✉rs à ♣❛rt✐r ❞❡ 0✱ ❧✬ét❛t x ❛tt❡✐♥t ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✼✳✸✮ ❝♦♠♠❛♥❞é
♣❛r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ (s, τ1, . . . , τn) ❡st
x =
n∑
j=1
(−1)j−1e−A(θn−θj−1)
∫ θj−θj−1
0
eAtdtbv
❈♦♠♠❡ A ❡t eA ❝♦♠♠✉t❡♥t ❡t q✉❡
A
∫ τ
0
eAtdt = eAτ − I
❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à θj s♦♥t✱ ♣♦✉r j < n✱
∂x
∂θj
= (−1)j−1e−A(θn−θj−1)eA(θj−θj−1)bv
+ (−1)jAe−A(θn−θj)
∫ θj+1−θj
0
eAtdtbv
+ (−1)je−A(θn−θj) (−eA(θj+1−θj))bv
= (−1)j−1
[
e−A(θn−θj)bv
− e−A(θn−θj)(eA(θj+1−θj) − I)bv
+ e−A(θn−θj)eA(θj+1−θj)bv
]
= (−1)j−12e−A(θn−θj)bv
✶✶✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♦♣t✐♠❛❧
❡t ♣♦✉r θn✱
∂x
∂θn
=
n∑
j=1
(−1)j−1(−A)e−A(θn−θj−1)
∫ θj−θj−1
0
eAtdtbv
+ (−1)n−1e−A(θn−θi−1)eA(θn−θn−1)bv
= e−Aθn
i∑
j=1
(−1)jeAθj−1(eA(θj−θj−1) − I)bv
+ (−1)n−1Ibv
= e−Aθn
[
n∑
j=1
(−1)jeAθj +
n−1∑
j=0
(−1)jeAθj
]
bv
+ (−1)n−1Ibv
=
[
e−Aθn + (−1)ne−AθneAθn+
2
n−1∑
j=1
(−1)j−1e−A(θn−θj) + (−1)n−1I
]
bv
=
[
e−Aθn + 2
n−1∑
j=1
(−1)j−1e−A(θn−θj)
]
bv
❉✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠✳ ✻✳✻✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs e−A(θn−θn−1)b✱ e−A(θn−θn−2)b✱ ✳ ✳ ✳ ✱ e−A(θn−θ1)b✱ e−Aθnb
s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▲❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ∂x
∂θj
✱ j ∈ [1;n] s♦♥t ❞♦♥❝ ❧✐♥é❛✐r❡✲
♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ∂x
∂τ
❡st ré❣✉❧✐èr❡✳
✼✳✷✳✶ ▼♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣rés❡♥té❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡st ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s
❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ n ✐❞é❛❧❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❢❛✐t ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧❡ s②stè♠❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✱ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❞✬♦r❞r❡ n ré❡❧✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s s②stè♠❡s ▲❚■ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ✭✷✳✶✮✲✭✼✳✷✮
♦❜s❡r✈és ♣❛r ✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❡ ➓✸✳✸✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞ér✐✲
✈❛t❡✉r ❞❡ ▲❡✈❛♥t✳ ■❧s s♦♥t s✉❥❡ts à ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ǫ ❛♠♣❧✐✜é❡ ♣❛r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡t à ✉♥
r❡t❛r❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ θ✳
x˙1 = x2
x˙2 = x3
✳✳✳ =
✳✳✳
x˙n =
n∑
i=1
aixi + |v|svM (x(t− θ) + ǫ)
✭✼✳✻✮
♦ù x ❡st ❧✬ét❛t ré❡❧ ❡t x+ ǫ ❧✬ét❛t ❡st✐♠é ✐♥❝❧✉❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡t ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❱✉
q✉❡ ❧✬ét❛t ❡st ♦❜s❡r✈é ❣râ❝❡ à ✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✱
ǫ = [O(θn) O(θn−1) . . . O(θ)]T
✼✳✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ✶✶✸
❚❤❡♦rè♠❡ ✼✳✸✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❚❤♠✳ ✼✳✶ ❡st ✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡
n ré❡❧✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡✱ ❧✬ét❛t x ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ t❡❧ q✉❡
x = [O(θn)O(θn−1) . . .O(θ)]T
s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❡①♣r✐♠é s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ✭✼✳✻✮✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ q✉❛tr❡ ét❛♣❡s ✿ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s r❡t❛r❞s s❡✉❧s✱
❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ s❡✉❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♣♦✉r ✜♥✐r ♣❛r ✉♥❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡s ✸ rés✉❧t❛ts ♣❛rt✐❡❧s ♣ré❝é❞❡♥ts✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡t❛r❞s θ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡
n✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠✳ ✸✳✼✳
▲❡ ➓✸✳✹✳✷ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡t ❞✬♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥✱ ❧✬ét❛t ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ③♦♥❡ S + E ✱ ♦ù E ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡
ǫ✱ ❞♦♥❝ E = [O(ǫ) O(ǫ 12 ) . . . O(ǫ 1n−1 ) O(ǫ 1n )]T✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✈♦✉❧✉❡✳
▼❛✐s ✐❧ r❡st❡ à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t S ♣❡r♠❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ n✳ ❊♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡ ❈♦r✳ ✻✳✼✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♠❡♥❛♥t
❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ 0 à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s ✐♥✈❡rs❡ ♣❡✉t êtr❡
♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✭❝❢✳ ❉❡❢✳ ✻✳✸✮
(s, k1τ, k2τ, . . . , kn−1τ, 0) ✭✼✳✼✮
♦ù τ > 0 ❡st ❧❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♠✐♥❛❧✮ ❡t ki > 0 t❡❧ q✉❡∑n−1
i=1 ki = 1 ❡st ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ♣❛ssé ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ i✳
■♥té❣r❡r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✼✳✻✮ ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❛r ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ✭✼✳✼✮ ❡♥ t❡♠♣s ✐♥✈❡rs❡ ♣❡r♠❡t
❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s αi(s, vM , k2, . . . , kn−1) t❡❧❧❡s q✉❡
xi = αi(s, vM , k2, . . . , kn−1)τ
n+1−i +O(τn+2−i)
x˙n =
n∑
i=1
aixi + |v|svM (x) = O(τ) + |v|svM (x)
▲❡s t❡r♠❡s O(τn+2−i) s♦♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ❞❡✈❛♥t αiτn+1−i ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳
❈♦♠♠❡ αi ❡st ❜♦r♥é ♣♦✉r t♦✉t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ s✱ vM ❡t ki✱ ♣♦✉r τ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱
xS = [O(τn)O(τn−1) . . .O(τ)]T✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥❝ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té
♣♦✉r ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ♥ ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡
❝♦♥s✐❞éré ❡st ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥té❣r❛t❡✉rs ♣✉r❡✱ ai = αi = 0 ∀i✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
▲❛ ♣❡rt❡ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❡st ❞✉❡ ❛✉① t❡r♠❡s aixi q✉✐ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ♣rès ❞❡ x = 0✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♣rès ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣❡r♠❡t à ❧✬❡rr❡✉r
❞✉❡ ❛✉① ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡t ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬êtr❡ ❞✉ t②♣❡ [O(ǫ) O(ǫ 12 ) . . . O(ǫ 1n−1 ) O(ǫ 1n )]T✳
❈♦♠♠❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s r❡t❛r❞s ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ n✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ❡st ✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ n ré❡❧✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞é ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ✈♦✐✲
s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x = [O(θn)O(θn−1) . . .O(θ)]T✳
✼✳✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ✿ tr✐♣❧❡ ✐♥té❣r❛t❡✉r
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♠♦❞❡
❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❛✈❡❝ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♠♣♦sé❡ ❬❊❑▲✾✻❪ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡
✶✶✹ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♦♣t✐♠❛❧
❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥té❣r❛t❡✉r ❝♦♠♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s
✐❝✐ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❬❇P✵✾❛❪✱ ❞♦♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡ ✐♥té❣r❛t❡✉r ✿
x˙1 = x2
x˙2 = x3
x˙3 ∈ [−C;C] + u
✭✼✳✽✮
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ss♦❝✐é❡
❡st ❞♦♥♥é❡ ❛✉ ➓✻✳✹✳✸ ✭tr✐♣❧❡ ✐♥té❣r❛t❡✉r✮ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦r♠é✳
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ s✬é❝r✐t
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−10
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0
5
10
15
20
❋✐❣✳ ✼✳✶ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t x1 ✭✖✮✱ x2 ✭r✮ ❡t x3 ✭. . . ✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✭sec✮✳
▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t été ❢❛✐t❡s ❛✈❡❝ C ′ = 2✱ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ét❛♥t ✉♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✷✱ ❡t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡ ❣❛✐♥ ✭Γm = ΓM = 1✮✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
u ❛ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ uM = 5✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✼✳✺✮ ✐♠♣♦s❡ vN 6 KmuM −C = 3✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r
vN = 3 ❛ été ❝❤♦✐s✐❡✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
v = −5 sign
(x1
3
− x1S(x2
3
,
x3
3
)
)
✭✼✳✾✮
▲❛ ❋✐❣✳ ✼✳✶ ♠♦♥tr❡ q✉✬❛♣rès ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✷✱ ♦ù ❧❡
s②stè♠❡ ❡st s♦✉♠✐s ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥ tr✐♣❧❡ ✐♥té❣r❛t❡✉r s♦✉♠✐s à ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ 2✳
✷❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ s✬❛rrêt❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
✼✳✸ ❙②stè♠❡s ♦s❝✐❧❧❛♥ts ❡t ❝♦♠♠❛♥❞❡ à str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✶✶✺
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6
❋✐❣✳ ✼✳✷ ✕ ❈♦♠♠❛♥❞❡ u ✭❣r✐s✮ ❡t ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ v✱ veq ✭♥♦✐r✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
t❡♠♣s ✭sec✮✳
▲❛ ❋✐❣✳ ✼✳✷ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❘❡♠✳ ✼✳✺✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ v ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡
♣❛r ✉♥ ✜❧tr❡ ♣❛ss❡ ❜❛s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❛❥✉sté❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ✉♥
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❡tt❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❛✉① ❛rt❡❢❛❝ts ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣rès✳
✼✳✸ ❙②stè♠❡s ♦s❝✐❧❧❛♥ts ❡t ❝♦♠♠❛♥❞❡ à str✉❝t✉r❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡
▲❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♥❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♣❛s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡❧❞❜❛✉♠ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡
✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✱ ❝❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛✲
t✐♦♥ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ ♠♦♥tré ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ♣❛r❢❛✐t ❛✉ ➓✻✳✹✳✸✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❣❧✐ss❡r ❞❡ss✉s✳ ❈❡❧❛ ♥✬❡①❝❧✉t
❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ✐❞é❡ ♣♦✉r ❛❞❛♣t❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r
❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ r♦❜✉st❡✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r
♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✱ ♠❛✐s ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✐❝✐ ❧❡ ♠ê♠❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✭✼✳✸✮ q✉❡ ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣rès q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s
♣ô❧❡s✳
x˙ = Ax+ bv ✭✼✳✶✵✮
✶✶✻ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♦♣t✐♠❛❧
❛✈❡❝
v = [−C,C] + [Γm,ΓM ]u
▲❡ ❚❤♠✳ ✼✳✶ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❡♥ ✿
❚❤❡♦rè♠❡ ✼✳✹✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
u(x) = −uMsvN (x)
❛✈❡❝ svN (x) ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❉❡❢✳ ✼✳✶ ❡t vN ét❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ à ré❣❧❡r t❡❧ q✉❡
0 < vN 6 Γm(x, t)uM − C(x, t)
❡st ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ st❛❜✐❧✐s❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✼✳✶✵✮ ❡♥ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡♥ ✉♥
t❡♠♣s ✜♥✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ t❡♠♣s ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à
t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ q✉✐ ❝♦♥trô❧❡r❛✐t ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✭✼✳✸✮ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
vN ✳
|v|
vN
t
V(t)
0
δt
❋✐❣✳ ✼✳✸ ✕ ❆❧❧✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥s✐❞éré❡
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞✉
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✱ ❜✐❡♥
q✉✬❡❧❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡ t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♣r✐♥✲
❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐✉♠ ❞❡ P♦♥tr②❛❣✐♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ v ♣✉✐ss❡
êtr❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à vN ❥✉sq✉✬❛✉ t❡♠♣s δt✱ ❡t
é❣❛❧❡ à vN ❛♣rès✳
❉❡✉① ❝❛s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
✕ ❙♦✐t ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ s❡ s✐t✉❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
à ❧✬✐♥st❛♥t t = 0 ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ t❛♥t q✉❡ s♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡st❡ ✜♥✐❡ ✭❝❛r à ❝❡
♠♦♠❡♥t✱ λ(t)Tb = 0✮✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥ à ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ t❛♥t q✉✬❡❧❧❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r
♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡ s②stè♠❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❙✐ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ q✉✐tt❡
❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❡t ❧❡ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♦❝❝❛s✐♦♥✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ♠♦❞❡
❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛tt❡♥❞r❡ ✉♥ t❡♠♣s ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❝♦✉rt ♣♦✉r q✉❡ ❧✬ét❛t q✉✐tt❡
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♥❡ s❡ tr♦✉✈❡ ♣❧✉s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❝❡ q✉✐
♥♦✉s ❛♠è♥❡ ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
✕ ❙♦✐t ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ s❡ s✐t✉❡ ❤♦rs ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ δt
❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❝♦✉rt ♣♦✉r q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♥✬❛✐t ❧✐❡✉ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[0, δt[✳
❆✈❛♥t δt✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ vN ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡
♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ P♦♥tr②❛❣✐♥
✭❈♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✱ λ(t)Tb 6= 0 ♣❡♥❞❛♥t ]0, δt[✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝
✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❢❛✐s❛♥t ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧❡ s②stè♠❡ ✈❡rs 0 ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳
❖r✱ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r |v| ♠❛①✐♠✉♠ ✭s✉♣ér✐❡✉r à vN✮ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❆♣rès δt✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ 0✱ ❝❛r |v| = vN ✳
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ |v| ♠❛①✐♠✉♠ ❥✉sq✉✬❛✉ t❡♠♣s δt✱ ♣✉✐s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ vN
❡st ❞♦♥❝ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣♦sé❡s✱ ❡t ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡
q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ vN ❝♦♥st❛♥t❡✳
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ét❛♥t ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ❢❡r♠é❡✱ ❧❛ ré✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t à ❝❤❛q✉❡
✐♥st❛♥t ✭♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✮ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳
❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♥❡ ♣r♦✉✈❡ ♣❛s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t✱ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ à str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ q✉✐ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s r♦❜✉st❡ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ▼❛✐s
✼✳✹ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ✶✶✼
✐❧ ♣r♦✉✈❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ❣❧♦❜❛❧ ✐♥tér❡ss❛♥t ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s à ♣ô❧❡s ré❡❧s ✿ ❧❡ t❡♠♣s
t♦t❛❧ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ré❡❧ ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡
♥♦♠✐♥❛❧ s♦✉♠✐s à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡✳ ▲❡ ❚❤♠✳ ✼✳✹ ♥❡ ♣r♦✉✈❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥
❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ♣❛s ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❣❧♦❜❛❧✐té ❞❡ ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳
✼✳✹ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣
❘❡✈❡♥♦♥s ❛✉① s②stè♠❡s à ♣ô❧❡s ré❡❧s✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡①♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤♠✳ ✼✳✶ ❛ ✉♥
✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ✿ ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t très r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡
❡st très s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉ ♠♦✐♥❞r❡ r❡t❛r❞✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❝❛r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❡♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✭♣♦✉r ✉♥ ♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r à
✷✮✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦✉❝❤❡
❧✐♠✐t❡ ✭❛❞♦✉❝✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ sign✮ ♦✉ ✜❧tr❛❣❡ ♣♦✉r ♥❡ ❣❛r❞❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡❧❧❡s✳
❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s❡ à ♣r♦✜t ❡st ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ré❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬ét❛t ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡✳
❊❧❧❡ r❡q✉✐❡rt ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛
s♦rt✐❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬♦r❞r❡ ♣❧✉s
é❧❡✈é✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞✬❛✈♦✐r
à ❡st✐♠❡r ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
▲❛ ✈❛❧❡✉r ♥♦♠✐♥❛❧❡ ✭s❛♥s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✮ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ré❡❧❧❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧✬♦r❞r❡
❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ s❛♥s ❡♥❣❡♥❞r❡r
❞❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳ ❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡st ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥té❣r❛t❡✉rs ♣✉r❡✱ ❝❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
♥♦♠✐♥❛❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ❛✉ ➓✻✳✺✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡
tr❛✐t❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡✱ ✐❧ r❡st❡ à r❡❥❡t❡r ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡
❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣✳
▲✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶✱ ❞✬ét❛t x1✱ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ à ♣❧✉s ❞✬✉♥ t✐tr❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t
♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡s ❡①❧✐❝❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧❡✱ ♠❛✐s ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐
❞❡s ❝❧és ♣♦✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ t❡❧
s②stè♠❡ ❡st u = −uM sign(x1)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ [Γm,ΓM ] ❡st ❝♦♥st❛♥t ❡t ✉♥✐t❛✐r❡✳
❙✐ ❧✬♦♥ ét❡♥❞ ❧❡ s②stè♠❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ u ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬ét❛t ❡t
q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♠❛♥❞❡ u˙ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥té❣r❛t❡✉r✱
❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞é ❞❡✈✐❡♥t
x˙1 = u+ p(t)
u˙ = (C + vN) sign
(
u+
√
2vN
√
|x1| sign(x1)
)
❛✈❡❝ p(t) ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à C✳ vN
❡st ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ét❡♥❞✉ ✭❞✬♦r❞r❡ ✷✮✳ ❈✬❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ (C+vN) ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✼✳✺✮✳ ❈♦♠♠❡
♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝✬❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡✣❝❛❝❡ s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡
x1 ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳
▼❡tt♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧❛ ✏❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ✰ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣✑ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ s❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡✳ ❆♣♣❧✐q✉❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡
✶✶✽ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♦♣t✐♠❛❧
❝♦♥❞✉✐r❛✐t à
x˙1 = u−
√
2vN
√
|x1| sign(x1) + p(t)
q✉✐ ❢❡r❛✐t ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧❡ s②stè♠❡ ✈❡rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱
♠❛✐s ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t r❡❥❡t❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳
❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ ♣♦✉r ❝♦♥tr❡❝❛rr❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡
❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t{
x˙1 = u−
√
2vN
√
|x1| sign(x1)− λ1
√
C
√
|x1| sign(x1) + p(t)
u˙ = −λ2C sign(x1)
⇔

 x˙1 = u−
(√
2vN + λ1
√
C
)√
|x1| sign(x1) + p(t)
u˙ = −λ2C sign(x1)
❈❡ q✉✐ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉✬✉♥ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ s❡✉❧ ✿ ❧❡ t❡r♠❡ λ1
√
C
√|x1| sign(x1) ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥té❣r❛t❡✉r ♣✉r✱ ❧❡
t❡r♠❡ ✐♥té❣r❛❧ ♥✬ét❛♥t ❧à q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r
❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣✱ ❝❛r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ t❡r♠❡ ✐♥té❣r❛❧ ❡t ❧❡ t❡r♠❡
❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡st ❛ss❡③ s✉❜t✐❧✱ ❝♦♠♠❡ ✈✉ ❛✉ ➓✸✳✼✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❝♦♠♠❛♥❞❡r ✉♥ s②stè♠❡
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❞✬❡①♣♦s❛♥t 1/2 ✭♣♦✉r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡
❞✬✐♥té❣r❛t❡✉rs ♣✉rs✱ ✐❧ ❡st ❞✬❡①♣♦s❛♥t n−1
n
♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té✮✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞
s♦♥ ❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡
à ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣✱ ❞ét❛✐❧ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐✳
■♥tér❡ss♦♥s ♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞✬♦r❞r❡ n✳ ❖♥ ✈❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❧❡ s②stè♠❡
▲❚■ à ♣ô❧❡s ré❡❧s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❛❜✐❧✐té ✿
x˙1 = x2
x˙2 = x3
✳✳✳
x˙n = a
Tx+ γ(t)u+ p(t)
y = x1
✭✼✳✶✶✮
♦ù p(t) ❡st ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ C ❡t γ(t) ❧❡ ❣❛✐♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ✐♥❝♦♥♥✉✱ ♠❛✐s ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ Lγ ❡t ❜♦r♥é t❡❧ q✉❡
0 < Γm 6 γ(t) 6 ΓM ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♠✐s à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ Γ ΓmΓM = 1✳ ❈❡❧❛ ❡st t♦✉❥♦✉rs
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ➓✻✳✷✳✶✳
❚❤❡♦rè♠❡ ✼✳✺✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ✿
✕ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ unom ❝❛❧❝✉❧é❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬ét❛t u ❞✉ s②stè♠❡ ✭✼✳✶✶✮ ét❡♥❞✉ ♣❛r
✉♥ ✐♥té❣r❛t❡✉r ♣✉r ❡t ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
vN ✱
✕ ✉♥ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts L =
C + LγvN
Γm
✱ λ1 = 1✱ λ2 = 1.1 ❡t ❞❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡ ❞❡ xn ❡t s❛ ✈❛❧❡✉r t❤é♦r✐q✉❡
xnnom(x1, . . . , xn−1) s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ét❛✐t ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ s❛♥s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
✼✳✹ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ✶✶✾
st❛❜✐❧✐s❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✼✳✶✶✮ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t
❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ➱t✉❞✐♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✼✳✶✶✮ s♦✉♠✐s à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ s❡✉❧❡
x˙n = a
Tx+ γ(t)unom(x) + p(t)
⇔ x˙n − aTx− unom(x) = (γ(t)− 1)unom(x)) + p(t)
⇔ x˙n − x˙nnom(x1, . . . , xn−1) = (γ(t)− 1)unom(x)) + p(t)
❊♥ ♣♦s❛♥t σ = xn − xnnom(x1, . . . , xn−1)✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡✈✐❡♥t
σ˙ = (γ(t)− 1)unom(x) + p(t)
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ✐♥té❣r❛t❡✉r s♦✉♠✐s à ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡
❞❡ ▲✐s♣❝❤✐t③ LγvN + C✳ ❖♥ s✬❡st ❞♦♥❝ r❛♠❡♥é ❛✉ ❝❛s ❞✉ ➓✸✳✺✳✸✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ LγvN +C✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ ré❣❧é s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡
♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡ ▲❡✈❛♥t ❡t ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡st xn−xnnom(x1, . . . , xn−1)✱ ♦♥ ♣❡✉t
❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳✻✳ ❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r
✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t λ1 très é❧❡✈é✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ ✉t✐❧✐sé s❡✉❧✱ ❝❛r
❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❛ ✉♥ ❡✛❡t st❛❜✐❧✐s❛♥t✱ ❡t t❡♥❞ à ré❞✉✐r❡ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ s❡✉❧ r❡st❡ st❛❜❧❡✱ s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ vN ❡st ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭❝✳à✳❞ s✐ s♦♥ ❡✛❡t
st❛❜✐❧✐s❛t❡✉r ❡st ❢❛✐❜❧❡✮✳
✼✳✹✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❉♦✉❜❧❡ ✐♥té❣r❛t❡✉r
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ ❛ été t❡sté
❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❡ s②stè♠❡ à ❝♦♠♠❛♥❞❡r ❡st ❞♦✉❜❧❡ ✐♥té❣r❛t❡✉r s♦✉♠✐s à ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
♥é❣❧✐❣é❡ ❡t à ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥é❣❧✐❣é❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶
❡t ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ t❡♠♣s ✶✵♠s✱ ❡t ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❡st s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡ ❞❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥
✶❍③ ❡t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ 0.8/(2π)✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❡ 0.8✳
▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ vN ❡st ✜①é❡ à ✷✱ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡
❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣✱ à ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ à s❛✈♦✐r 0.8✳
▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ s♦♥t ré❣❧és s✉✐✈❛♥t ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞❡ st❛❜✐❧✐té ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡ ▲❡✈❛♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ λ1 = 1 ❡t λ2 = 1.1✳
▲❡s ✈❛❧❡✉rs éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ré❡❧❧❡ ❛♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡
♣rés❡♥té❡s ❋✐❣✳ ✼✳✺ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✜❧tr❛❣❡✱ ♣❛r ✉♥ ✜❧tr❡ ❞✉ ✷❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦✉♣✉r❡ ω0 = 40r❛❞✴s✳
❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s
♠✐♥✐♠❛❧ s✐♠♣❧❡✱ ♠❛✐s ❡♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t s❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t
❛✉ss✐ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ veq ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✭❛♣rès ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮✱ ❝❛r ueq
❢♦r♠❡ q✉❛s✐♠❡♥t ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ ❘❡♠✳ ✼✳✺✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ veq
❡st très ❞✐✛ér❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✷ ❛✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱
à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣✱ ❡ss❛②❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♠ê♠❡ q✉❛♥❞
❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
✶✷✵ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♦♣t✐♠❛❧
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−perturbation
❋✐❣✳ ✼✳✺ ✕ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ré❡❧❧❡ u✱ ❝♦♠♠❛♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ré❡❧❧❡ ueq ❛✐♥s✐
q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ veq✱ ❡t ♦♣♣♦sé ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳
✼✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✷✶
✼✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ✐ss✉ ❞✬✉♥❡
✐❞é❡ s✐♠♣❧❡ ✿ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞✬ét❛t ❡t q✉✐ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❤②♣❡rs✉r❢❛❝❡ ❞✐✈✐s❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❡♥ ❞❡✉① ❡st ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡❧❞❜❛✉♠ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡s à ♣ô❧❡s ré❡❧s✳ ■❧ s✉✣t q✉❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ s♦✐t ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡ ❞✬❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✱
❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ré❡❧✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r ❞❡s s②stè♠❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✭♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❊❧❧❡ ❤ér✐t❡ é❣❛✲
❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ✿ ❜✐❡♥ ré❣❧é❡✱ ❡❧❧❡
❛ss✉r❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
s♦♥t ❧❡s ♣✐r❡s✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
▲❚■ q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❛❧♦rs à str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ s❛♥s êtr❡ ❢♦r❝é♠❡♥t
♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛♣✐❞❡ ❡t r♦❜✉st❡✳ ❊♥✲
✜♥✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ❞❡s ♠♦②❡♥s
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧s✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡❧❛ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡
s②stè♠❡ ♦✉ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣✳
✶✷✷ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♦♣t✐♠❛❧
❈❤❛♣✐tr❡ ✽
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣❛r ♠♦❞❡s
❣❧✐ss❛♥ts ❡t ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♥♦t✐♦♥s s♦✉✲
✈❡♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡t ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡✱ ♦✉ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ✐❞é❛❧ ♦✉ ré❡❧✳ ■❧ ❛ ❡♥s✉✐t❡ ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣✱ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❞♦♥✲
♥❛♥t ❧❡s ❝÷✣❝✐❡♥ts ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts ❛ss✉r❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♠❛✐s ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s
à ❞✬❛✉tr❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✱ ♣❧✉s
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛❜❧❡s à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦❝❤❡s✱ ♠❛✐s ♥❡ ♣r♦✉✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❡
♣♦✉r ❞❡s ❝÷✣❝✐❡♥ts é❧❡✈és ❣é♥ér❛♥t ✉♥ ❢♦rt ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳
▲❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣rés❡♥té ❧❛ ♣❧❛t❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❡ss❛✐s é❧❡❝tr♦♣♥❡✉♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬■❘❈✲
❈②◆✳ ❆♣rès ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❡♠♣❧♦②é❡s✱ ✐❧ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❝♦♠♣❧❡t ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♦✉ ❞❡ ❧♦✐s
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✐♥térêts ❞❡ ❝❡ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s s♦♥t ✿
✕ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ t❡st❡r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♦✉ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠♦♥♦ ♦✉ ♠✉❧t✐✈❛✲
r✐❛❜❧❡✱
✕ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ t❡st❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✐♠♣❧❛♥té❡s✱ ❣râ❝❡ à
✉♥ ✈ér✐♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❣é♥ér❛♥t ✉♥ ❡✛♦rt ❡①tér✐❡✉r ♣❡rt✉r❜❛t❡✉r ♣♦✉✈❛♥t
❛✈♦✐r ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❛✉ ✈ér✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳
❯♥ s✐♠✉❧❛t❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♦✉ ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❡s ✐♠✲
♣❧❛♥t❡r t❡❧❧❡s q✉❡❧❧❡s s✉r ❧❡ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐s✱ ❝❡ q✉✐ ❛❝❝é❧èr❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳
▲❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ❡♥ r❡♥❞❛♥t ❛❞❛♣✲
t❛t✐✈❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❈❡tt❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st ❛✉❣♠❡♥té❡ q✉❛♥❞ ❧❡
s②stè♠❡ ❡st ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✬✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ ❡t ❞✐♠✐♥✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❝♦♥tr❛✐r❡✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✈❛r✐❡ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t
❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞✉ ♣✐r❡ ❝❛s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s ♣❡✉
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ré❣✐♠❡ ❣❧✐ss❛♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛✉
♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r✳
▲❡ s✐①è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ à ❧✬✐♥st❛r ❞❡s ✷❡ ❡t ✸❡✱ ❛ ❡①♣♦sé ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞✬✉♥❡
t❤é♦r✐❡✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡
✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡♥ t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❆♣rès ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉①✱ ❧❡ ❝❛s ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s à ♣ô❧❡s ré❡❧s ❛ été tr❛✐té✱ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡❧❞❜❛✉♠ ✐♥tr♦✲
❞✉✐t✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥
à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣r♦♣♦sé✱
❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡
✶✷✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✳
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ s②stè♠❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s
♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞♦♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡st ✉♥❡
s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡st ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ré❡❧
❝♦♠♠❡ ✐❞é❛❧✱ ❡t ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡✳ ❊❧❧❡ ❤ér✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ✿ ❜✐❡♥ ré❣❧é❡✱ ❡❧❧❡ ❛ss✉r❡
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s
♣✐r❡s✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s②stè♠❡s ▲❚■ q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✱ ♠❛✐s à str✉❝t✉r❡
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊❧❧❡ ♥✬❡♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ♣❛s ♠♦✐♥s s❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t s❛ r♦❜✉st❡ss❡✳ ▼ê♠❡
s✐ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉❝❤❛tt❡r✐♥❣ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❝❡tt❡
❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❡r ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♣r♦✜t❡r ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣
❞✬✉♥ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣✳
✽✳✶ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣✐st❡s r❡st❡♥t à ❡①♣❧♦r❡r ♦✉ ❛♠é❧✐♦r❡r✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
t❤é♦r✐q✉❡ q✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ✿
✕ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à ❞❡s ❧♦✐s ❞❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱
✕ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✳✶✵ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥
à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥✲
❞❛❜✐❧✐té ♦✉ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠♦❞❛❧❡✱
✕ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ♥♦r♠❡s à ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ à t❡♠♣s ♠✐♥✐♠❛❧ ❤♦♠♦❣è♥❡✱
✕ ét❡♥❞r❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❤②❜r✐❞❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ à t❡♠♣s ♠✐✲
♥✐♠❛❧ ❡t ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts à ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱
✕ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s à ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s✱ ♥♦✲
t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬❛✐r ❝♦♠♣r✐♠é✳
❆♥♥❡①❡ ❆
❯♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts
❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r r❡t♦✉r ❞✬ét❛t ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❜♦♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r s✐ t♦✉t ❧✬ét❛t
♥✬❡st ♣❛s ♠❡s✉ré✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s♦♥t
❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ✈✐s à ✈✐s ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ s♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞é❢❛✉t
ét❛♥t ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳
❆❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s ♦♥t été ét✉❞✐és ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧èt❡ ❬❊❙✾✽✱ ❯●❏✾✾✱ ❋▲❉✵✼❪✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s
r❡st❡ ♦✉✈❡rt ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞é❥à ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts✳ ❯♥ ♣♦✐♥t
❝♦♠♠✉♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡st q✉❡ ❧❡✉r ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ r❡q✉✐❡rt ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉
s②stè♠❡ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♦✉ ❞✉ ♠♦✐♥s s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✳
❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐t❡ st❡♣✲❜②✲st❡♣ ✭♣❛s à ♣❛s✮ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❇❇✾✽✱ ❋❇✵✼❪✳ ▲❡ t❡r♠❡
❝♦rr❡❝t✐❢ ❜❛sé s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ t✇✐st✐♥❣ ♦✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ ❛ss✉r❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥
t❡♠♣s ✜♥✐ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈❡rs ✵✳ ▲✬✐❞é❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❝❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞❡
s②stè♠❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❡st ❞❡ s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬ét❛t ❧✬✉♥❡
❛♣rès ❧✬❛✉tr❡✱ ♠❛✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ é❧❡✈é❡ ❞❡ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s r❡♥❞ s♦♥ ré❣❧❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
❢❛st✐❞✐❡✉①✳ ❯♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❬❇❋P✵✼❪ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♠❛✐s ❜❛sé
s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✉♣❡r t✇✐st✐♥❣ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① r♦❜♦ts ❜✐♣è❞❡s ❬▲❆P✵✼❪✳
❉❛♥s ❬❋❙❊❳●✵✽✱ ▲❆P❋✵✽❪✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❞ér✐✈❛t❡✉rs à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥
t❡♠♣s ✜♥✐ ❬▲❡✈✵✸❪✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ✐❧s s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬♦❜s❡r✲
✈❛❜✐❧✐té ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬ét❛t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❡①♣r✐♠❡r
❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ■❧ ② ❛ ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✿
s♦✐t ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡✱ s♦✐t ❝❛❧❝✉✲
❧❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ✐♥✈❡rs❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛❧❝✉❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡
✈♦✐r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
s♦❧✉t✐♦♥✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r❡♥♥❡♥t r❛r❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡t ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♥♦♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t❡s ✭✉♥♠❛t❝❤❡❞✮✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t❡✉rs
r♦❜✉st❡s ❜❛sés s✉r ❞✬❛✉tr❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s q✉❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts r❡q✉✐èr❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉t❛♥t
❞❡ ❝❛♣t❡✉rs q✉❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❬❳❙✵✶❪✱ ♦✉ ♥✬❛❝❝❡♣t❡♥t q✉❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❬❈❈✵✼❪✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ♠♦❞❡s
❣❧✐ss❛♥ts ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿ ❢❛✐r❡ s✉✐✈r❡ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❝❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
ét❛♥t ❧❛ s♦rt✐❡ ♠❡s✉ré❡✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛ss✉r❛♥t ❝❡ s✉✐✈✐ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡
♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❛✈❡❝ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧é❡ ❬P●▲✵✽❪✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✜①❛♥t
✶✷✻ ❯♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts
❛ ♣r✐♦r✐ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❯♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❞❡ ▲❡✈❛♥t ❬▲❡✈✵✸❪ ❢♦✉r♥✐t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡s ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡
❥✉st❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s♦✐t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❀ ❡❧❧❡ ♥❡ r❡q✉✐❡rt ♣❛s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞♦♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♠❛❧
❝♦♥♥✉✳
❆❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
♣♦s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥✱ ❡t ❞✉ s❡♥s q✉❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✬❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡ ❡st
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ✹❡ ♣❛rt✐❡✱ s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐❞é❛❧ ♣r♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧❛ ✺❡✱ ❡t s♦♥
❡rr❡✉r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❛ ✻❡✳ ❊♥✜♥✱ s❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❡st
❞é♠♦♥tré❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❛❝❛❞é♠✐q✉❡✳
❆✳✶ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
x˙ = f(x,u)
y = h(x)
✭❆✳✶✮
▲✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐s❝❡r✲
♥❛❜✐❧✐té✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❛♥s
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✶ ✭■♥❞✐s❝❡r♥❛❜✐❧✐té✮✳ ❬❍❑✼✼❪ ❉❡✉① ét❛ts ✐♥✐t✐❛✉① x(t0) = x1 ❡t x(t0) = x2
s♦♥t ❞✐t ✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭❆✳✶✮ s✐ ∀ t ∈ [t0, t1]✱ ❧❡s s♦rt✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s
y1(t) ❡t y2(t) s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬❡♥tré❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ u(t) ❞✉ s②stè♠❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✷ ✭❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✮✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭❆✳✶✮ ❡st ❞✐t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✬✐❧ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡
♣❛✐r❡ ✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡✳
❯♥ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥
t❡♠♣s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧♦♥❣ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞✉ s②stè♠❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✸ ✭❊s♣❛❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✮✳ ❬❍❑✼✼❪ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t
s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❘n à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ s♦rt✐❡✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s
s♦rt✐❡s h1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ hp ❡t q✉✐ s♦✐t ❢❡r♠é s♦✉s ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ▲✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r f(x,u)✱ u ét❛♥t ✜①é✳
❖♥ ♥♦t❡ dO ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ O✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✹✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ dO(x0) ✭é✈❛❧✉é ❡♥ x0✮ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❢❛✐❜❧❡ ❧♦❝❛❧❡
❡♥ x0 ❞✉ s②stè♠❡ ✭❆✳✶✮✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❞✐t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ r❛♥❣ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té
❡♥ x0 s✐
dim(O(x0)) = n
❙✬✐❧ ❧❛ s❛t✐s❢❛✐t ∀x ∈ ❘n✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✐❧ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ r❛♥❣ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧té✳
❊♥ ♣♦s❛♥t
X = SpanK{dx}
U = SpanK{du(v)} , v > 0
Y = SpanK{dy(w)} , w > 0
❆✳✷ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ✶✷✼
♦ù K ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠ér♦♠♦r♣❤❡s ❬❈▼P✾✾❪✱ ❡t SpanK{x} ❡st ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ K ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs x✳
▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❣é♥ér✐q✉❡ ♥♦té O ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r O = X ∩ (Y + U)✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✺✳ ❬❈▼P✾✾❪ ▲❡ s②stè♠❡ ✭❆✳✶✮ ❡st ❣é♥ér✐q✉❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐
dimO = n
❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ r❛♥❣ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❣é♥ér✐q✉❡✳ ❙✐ ❡❧❧❡ ❡st
s❛t✐s❢❛✐t❡✱
rangK


dh
dLfh
✳✳✳
dLn−1f h

 = rangK


dy
d˙y
✳✳✳
dy(n−1)

 = n
❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬ét❛t q✉❡ ❧✬ét❛t ♣❡✉t êtr❡ r❡❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
s♦rt✐❡ ❡t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s✳ ❯♥ ❝r✐tèr❡ ❣é♥ér✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡st q✉❡ ❧❡
❥❛❝♦❜✐❡♥
∂(y, . . . , y(n−1))
∂(x1, . . . , xn)
❡st ❞❡ r❛♥❣ ♣❧❡✐♥✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡
♣❛r ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✻✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭❆✳✶✮ ❡st ❣é♥ér✐q✉❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✐
✕ ■❧ ❡①✐st❡ ♣ ❡♥t✐❡rs li > 0 t❡❧s q✉❡
p∑
i=1
li = n✱
✕ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Φ = [y1 y˙1 . . . y˙
(l1−1)
1 . . . yp . . . y˙
(lp−1)
p ]T ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞✬ét❛t ♣♦✉r x ∈ X ❡t u ∈ U ✳
▲❡s ❡♥t✐❡rs li s♦♥t ❛♣♣❡❧és ✐♥❞✐❝❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳
❆✳✷ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠♦♥♦✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥
x˙ = f(x) + ∆x
y = h(x)
✭❆✳✷✮
❛✈❡❝ x ∈ X ⊂ ❘n ❧✬ét❛t ❡t y ∈ ❘ ❧❛ s♦rt✐❡ ♠❡s✉ré❡✳ f ❡st ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡t ∆x ✉♥
t❡r♠❡ ✐♥❝♦♥♥✉ ♠❛✐s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡✳ ▲❛ s♦rt✐❡ y ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ♠❡s✉ré❡✱ ♠❛✐s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭❆✳✷✮ ❡st ♠❛❧ ❝♦♥♥✉✱ ❝❛r s✉❥❡t à ❧❛
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ∆x✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t
❞✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❡♥tré❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❞❡ ✭❆✳✷✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t
x˙N = f(xN)
yN = h(xN)
✭❆✳✸✮
♦ù xN ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t ❡t yN ❧❛ s♦rt✐❡✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✿
❍②♣♦t❤ès❡ ❆✳✶✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✭❆✳✸✮ ❡st ❣é♥ér✐q✉❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳
✶✷✽ ❯♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts
❆✳✷✳✶ ▼✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s
❆✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é✜♥✐r ✈❡rs q✉♦✐ ✐❧ ✈❛ ❝♦♥✈❡r❣❡r
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐✈♦q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭❆✳✷✮ ❡st ♠❛❧ ❝♦♥♥✉❡✱ ❝❛r ❝❡❧❧❡ ❞❡s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ ✐♥❝♦♥♥✉∆x ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✬❛✐r ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞✉ s②stè♠❡✳ ❉♦♥❝✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛ ❣é♥ér❛❧✱ s✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❛ s♦rt✐❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té
❞✬ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ♠ê♠❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ s♦rt✐❡ y(t)✳ ❈❡❧❛ ❡st rés✉♠é ♣❛r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤❡♦rè♠❡ ❆✳✶✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❊q✳ ✭❆✳✷✮✱ ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡
s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡t ré♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❆✳✶✱ q✉✐ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ s♦rt✐❡ y(t)✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t réé❝r✐r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❊q✳ ✭❆✳✷✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡[
˙˜x1
˙˜x2...n
]
=
[
f˜ 1(x˜)
f˜(x˜)
]
+ ∆˜x
y = x˜1
✭❆✳✹✮
❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s②stè♠❡s ré❡❧s s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳ ❙✐ t❡❧ ♥✬❡st ♣❛s
❧❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡
♥♦♠✐♥❛❧ ❡st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳
❉é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t x˜a ∈ ❘n−1 ❡t x˜b ∈ ❘n−1 t❡❧s q✉❡ x˜(t) =
[
x˜1(t)
x˜a(t) + x˜b(t)
]
s♦✐❡♥t
s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❊q✳ ✭❆✳✹✮ ✿
˙˜xa = f˜(x˜1, x˜a) ✱ ˙˜xb = f˜(x˜1, x˜a+x˜b)−f(x˜1, x˜a)
❡t ˙˜x1 = f˜ 1(x˜1, x˜a) + ∆˜b
❛✈❡❝ ∆˜b = f˜ 1(x˜1, x˜a+x˜b)− f˜ 1(x˜1, x˜a) + ∆˜x
▲❡ s②stè♠❡ ❆✳✹ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ réé❝r✐t[
˙˜x1
˙˜xa
]
=
[
f˜ 1(x˜1, x˜a)
f˜(x˜1, x˜a)
]
+
[
∆˜b
0
]
✭❆✳✺✮
▲❡s s②stè♠❡s ✭❆✳✹✮ ❡t ✭❆✳✺✮ s♦♥t ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❱✉ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ x˜ ❡♥ x˜a ❡t x˜b✱ ✐❧ ②
❛ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ s②stè♠❡s ❞✐st✐♥❝ts ♠❛✐s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❆✳✹✳ ❚♦✉s ❝❡s s②stè♠❡s
s♦♥t ✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡s ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ s✐ s❡✉❧❡ ❧❛ s♦rt✐❡ y(t) ❡st ❝♦♥♥✉❡✳
■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ✉♥ ét❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ q✉✐ ❛✐t ✉♥❡
s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❝❧❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛✐t ✉♥ s❡♥s✳
❆✳✷✳✷ ❋♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❡t ét❛t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❆✳✶ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✭❆✳✸✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳ ❙♦✐t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t G
zN =


h(xN)
Lf(xN )h(xN)
✳✳✳
L
(n−2)
f(xN )
h(xN)
L
(n−1)
f(xN )
h(xN)

 = G(xN) ✭❆✳✻✮
❆✳✷ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ✶✷✾
▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s✬é❝r✐t
z˙N = J(zN)) · f(G−1(zN)) ✭❆✳✼✮
❛✈❡❝ J(·)✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❡ G ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
J(zN) =
∂G
∂xN
(xN) =
∂G
∂G−1(zN)
(G−1(zN)) ✭❆✳✽✮
❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❛♥❣ ♣❧❡✐♥ ❣râ❝❡ à ❧✬❍②♣♦t❤ès❡ ❆✳✶✳
■♥tér❡ss♦♥s ♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ ✭❆✳✷✮✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡
s②stè♠❡ ❡st ❧❛ s♦rt✐❡ y ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s
z =


y
y˙
✳✳✳
y(n−1)


❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧✱ ♣♦s♦♥s x∗ = G−1(z)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧
♥✬② ❛ ♥✐ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱ ♥✐ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ x∗ = xN ✳
▲❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ✭❆✳✷✮ s✬é❝r✐t
z˙ = Az+


0
✳✳✳
0
ψN(z)

+∆z
y = Cz = z1
✭❆✳✾✮
❛✈❡❝
A =


0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
✳✳✳
0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 0

 , C =
[
1 0 . . . 0
]
ψN(z) = L
(n)
f(x∗)h(x
∗) ❡t
∆z = z˙−AG(x∗)−


0
✳✳✳
0
ψN(z)

✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❡①t❡r♥❡s✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ z ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A✱ ∆z ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡


0
✳✳✳
0
δz

✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ∆x∗ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡
x˙∗ = f(x∗) + ∆x∗
y = h(x∗)
✭❆✳✶✵✮
✶✸✵ ❯♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts
❡st ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡ ✭♠❛t❝❤❡❞✮✳ ❯♥ ré❣✉❧❛t❡✉r ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❡①❛❝✲
t❡♠❡♥t ∆x∗ ✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣♦s❡r ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✼✳ ❆♣♣❡❧♦♥s x∗ = G−1(z) ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❊q✳ ✭❆✳✷✮✳
❈❡t ét❛t ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛ s♦rt✐❡ ❡t s❡s ❞ér✐✈é❡s ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ n− 1✱ ❞♦♥❝ s♦♥
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ n−1✱ ❡♥ ✉t✐❧s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♠✐♥❛❧✳ x∗ ❡st ❞♦♥❝ ❧✬ét❛t q✉✐
♣❡r♠❡t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛ s♦rt✐❡ à ❝♦✉rt t❡r♠❡ s✐ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♠✐♥❛❧
✭❆✳✸✮ ❞✉ s②stè♠❡ ✭♣❛s ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✮✳ ❈❡t ét❛t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡st ♥✉❧❧❡✱ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❡❧❧❡ ❡st ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡✳ ❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❡st ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥❡
❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r r❡t♦✉r ❞✬ét❛t s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♠✐♥❛❧✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡
❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❢✉t✉r❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ à ❝♦✉rt t❡r♠❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬ét❛t
❡st✐♠é ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t à ❧✬ét❛t ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✿ s✐ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡
❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❧❛ ♣r❡♥❞r❛
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t✳ ❈❡t ét❛t ❡st✐♠é ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♦✉ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♥♦♥ ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡s✳ ❈✬❡st ✈❡rs ❝❡t
ét❛t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ q✉❡ ✈❛ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣rés❡♥té✳
❆✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r
▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣rés❡♥té s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡
✕ ✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❬▲❡✈✵✸❪ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s
❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ n− 1 ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡✱
✕ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ w ❝❛❧❝✉❧é s✉✐✈❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐s✲
s❛♥ts ❬P●▲✵✽❪ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡t ❞❡ s❡s
❞ér✐✈é❡s✱
✕ ✉♥❡ r❡❝♦♣✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♥♦♠✐♥❛❧✱ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❛♥❞é ♣❛r
w ❞♦♥t ❧❛ s♦rt✐❡ yˆ ❞♦✐t s✉✐✈r❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ y✳
❆✐♥s✐✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r s❡ ♣rés❡♥t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
˙ˆz = A zˆ+


0
✳✳✳
0
ψN(zˆ)

+


0
✳✳✳
0
1

w
yˆ = zˆ1
✭❆✳✶✶✮
❛✈❡❝ zˆ = [zˆ1 zˆ2 · · · zˆn]T ✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✜♥❛❧ ❡st ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t x∗✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r
♣ré❝é❞❡♥t ❞♦✐t êtr❡ é❝r✐t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
˙ˆx = f(xˆ) + Jˆ−1


0
✳✳✳
0
1

w
yˆ = h(xˆ)
✭❆✳✶✷✮
❛✈❡❝ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ Jˆ =
∂G
∂xˆ
✳
❆✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✶✸✶
Syste`me
Estimateur
De´rivateur+ -
CorrectionJˆ−1

0...
0
1


y1
yˆ1
ez1
ez
w
Observateur
xˆ
❋✐❣✳ ❆✳✶ ✕ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r t②♣❡ ✏❉ér✐✈é❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡✑✳
Syste`me
Estimateur
De´rivateur
Gˆ(.)
+
-
CorrectionJˆ−1

0...
0
1


y zd
xˆ zˆ
ezw
Observateur
xˆ
❋✐❣✳ ❆✳✷ ✕ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r t②♣❡ ✏❉✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s✑✳
❆✳✸✳✶ ❉ér✐✈❛t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧❡
▲❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r ♠✉t✐♣❧❡ ❞♦✐t ❢♦✉r♥✐r ❛✉ ❝♦rr❡❝t❡✉r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡t ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s ez = z− zˆ✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ② ❛ ✷ ♠ét❤♦❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s
✕ ❉ér✐✈é❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✮✳ ❧❛ s♦rt✐❡ ré❡❧❧❡ y ❡st ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡
❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r yˆ✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ét❛♥t ❞ér✐✈é❡ n− 1 ❢♦✐s✱
✕ ❉✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ✭❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✮✳ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ré❡❧❧❡ ❡st ❞ér✐✈é❡ n− 1
❢♦✐s✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ z q✉✐ ❡st ❝♦♠♣❛ré à zˆ✳
▲❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① str✉❝t✉r❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡st ✐❝✐
ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❞❡ ▲❡✈❛♥t ✭❝❢ ➓✸✳✸✳✷✮✳
❆✳✸✳✷ ❚❡r♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ w
▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ w s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ ré❣✉❧❛t❡✉r ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❬P●▲✵✽❪
❛ss✉r❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ez = [ez1 ez2 · · · ezn ]T à 0 ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐
tF ❝♦♥♥✉ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ❣râ❝❡ à ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣ré❝❛❧❝✉❧é❡s✳ ❙♦✐❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥
σ ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t S ❞é✜♥✐❡s ♣❛r
σ = [σ1 σ2 · · · σn]T = ez − ez,ref (t)
S = {x ∈ X |σ = 0} ✭❆✳✶✸✮
❛✈❡❝ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣ré❝❛❧❝✉❧é❡s
ez,ref (t) = [ez1,ref (t) ez2,ref (t) · · · ezn,ref (t)]T
❞é✜♥✐❡s ♣❛r
σ(t = 0) = 0⇒ ez,ref (0) = ez(0)
σ(t ≥ tF ) = 0⇒ ez,ref (t ≥ tF ) = 0
✭❆✳✶✹✮
✶✸✷ ❯♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts
▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ w ❛ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
w = α sign
(
σn + λn−1σn−1 + · · ·+ λ1σ1) ✭❆✳✶✺✮
❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λi ❝❤♦✐s✐s t❡❧s q✉❡ P (s) = s(n−1) + λn−1s(n−2) + · · · + λ1 ✭s ❡st ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✮ s♦✐t ❍✉r✇✐t③✳ ▲❡ ❣❛✐♥ α ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡
s②stè♠❡ ✭❆✳✶✶✮ r❡st❡ s✉r S ❡♥ ❞é♣✐t ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡t ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ez,ref (t)✱ ez(t ≥ tF ) = 0✳
❆✳✹ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ✐❞é❛❧
▲❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❛♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬❯t❦✾✷✱ ❯●❏✾✾❪✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣♦s❡r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ weq ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ w✱ ❡t à s✬❛ss✉r❡r q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡
❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡s à t♦✉t ✐♥st❛♥t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡
é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡
✕ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡st ✐♥✜♥✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ w
❛ ❧✐❡✉ ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t✱ s❛♥s r❡t❛r❞✱
✕ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ♥✉❧❧❡ ✭y ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉✮✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✽✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❊q✳ ✭❆✳✶✶✮ ❛ ❝♦♥✈❡r❣é ❛✉ t❡♠♣s tF s✐ ez(t) = 0 ∀t > tF ✳
❘❡♠❛rq✉❡ ❆✳✶✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ex = 0✱ ❝❛r zˆ = z✱ zˆ = G(xˆ)✱ z = G(x∗) ❡tG(.) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳
▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r σ = ez − ezref s✬é❝r✐t
σ˙=Aσ +


0
✳✳✳
0
ψN(z)−ψN(zˆ)

+


0
✳✳✳
0
∆z

−


0
✳✳✳
0
e˙zn,ref

+


0
✳✳✳
0
w

 ✭❆✳✶✻✮
●râ❝❡ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ♦♥ ❛ σ(t = 0) = 0 ✿ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ weq ❞♦✐t
❥✉st❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ψN(z)−ψN(zˆ)✱ ∆z ❡t e˙zn,ref ♣♦✉r ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ ✿
weq = −(ψN(z)− ψN(zˆ) + ∆z − e˙zn,ref ) ✭❆✳✶✼✮
❍②♣♦t❤ès❡ ❆✳✷✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψN ✱ ∆z ❡t e˙zn,ref s♦♥t t❡❧❧❡s q✉❡
|ψN | ≤ CN , |∆z| ≤ CU , |e˙zn,ref | ≤ θ.
❚❤❡♦rè♠❡ ❆✳✷✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭❆✳✾✮ ❛✈❡❝ ❧✬❍②♣✳ ❆✳✷ s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ▲❡ s②stè♠❡
✭❆✳✶✶✮✲✭❆✳✶✺✮✲✭✸✳✶✮ ❡st ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ tF ✱ ❞❡ ✭❆✳✾✮ s✐
α > 2CN + CU + θ ✭❆✳✶✽✮
❡t s✐ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞✉ ❞ér✐✈❛t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧❡ ✭✸✳✶✮ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡
✕ L > 2CN + CU + α ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r t②♣❡ ✏❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡✑✱
✕ L > CN + CU ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r t②♣❡ ✏❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s✑✳
❆✳✺ ▼♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ré❡❧ ❡t ❡rr❡✉r rés✐❞✉❡❧❧❡ ✶✸✸
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ w ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❡ weq ♣✉✐ss❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r
ψN(z) − ψN(zˆ) + ∆z − e˙zn,ref à t♦✉t ✐♥st❛♥t✳ ❯♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st 2CN + CU + θ ❞✬❛♣rès ❧✬❍②♣✳ ❆✳✷✳
P♦✉r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✏❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡✑✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ à ❞ér✐✈❡r ❡st ez1 ✳ ❙❛ ❞ér✐✈é❡
❞✬♦r❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é ❡st ezn ✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❡st ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❞❡ |e˙zn|✱ q✉✐
❡st 2CN + CU + α✳ P♦✉r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✏❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s✑✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ à ❞ér✐✈❡r ❡st
y = z1✳ ❙❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é ❡st zn✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❡st CN +CU
❙✐ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞✉ ❞ér✐✈❛t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ❡♥ ❛❝✲
❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❞✬❛♣rès ❬▲❡✈✵✸❪✳ ➚
❝❡ ♠♦♠❡♥t ❧à✱ ❧❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ♠❛✐♥t✐❡♥t ❧✬❡rr❡✉r ez s✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ ez,ref (t) à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬α r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝✐ ❞❡ss✉s✳ ▲❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣ré❝❛❧✲
❝✉❧é❡ ❡♠♠è♥❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ez ❡♥ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭❆✳✶✶✮✲✭❆✳✶✺✮✲✭✸✳✶✮
❛ ❛❧♦rs ❝♦♥✈❡r❣é ✈❡rs ❧❡ s②stè♠❡ ✭❆✳✾✮✳
❈♦♠♠❡ ψN(z)− ψN(zˆ) = e˙zn,ref = 0 ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❛ ❝♦♥✈❡r❣é ✭❞♦♥❝ ♣♦✉r
t > tF ✮✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❞✐✛ér❡♥t✐❛t❡✉r ❡t ❞✉ ❝♦rr❡❝t❡✉r✱ ❝❡ q✉✐
ré❞✉✐t ❧❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳
❚❤❡♦rè♠❡ ❆✳✸✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ✭❆✳✾✮ ❛✈❡❝ ❧✬❍②♣♦t❤ès❡
❆✳✷ s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭❆✳✶✶✮✲✭❆✳✶✺✮✲✭✸✳✶✮ ❡st ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s
✜♥✐ tF ✱ ❞❡ ✭❆✳✾✮ s✐
α > 2CN + CU + θ pour 0 ≤ t < tF ,
α > CU pour t ≥ tF ,
✭❆✳✶✾✮
❡t s✐ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞✉ ❞ér✐✈❛t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❊q✳ ✭✸✳✶✮ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡
✕ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r t②♣❡ ✏❉ér✐✈é❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡✑
✕ L > 2CN + CU + α ♣♦✉r 0 ≤ t < tF ✱
✕ L > CU + α ♣♦✉r t ≥ tF ✱
✕ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r t②♣❡ ✏❉✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s✑
✕ L > CN + CU ♣♦✉r 0 ≤ t < tF ✱
✕ L > CN + CU ♣♦✉r t ≥ tF ✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠❛r❝❤❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
♣ré❝❝é❞❡♥t✳ ❙❡✉❧s ❧❡s ♠❛❥♦r❛♥ts ❞❡ |σ˙n| ❡t ❞❡ |e˙zn| ♦♥t ❝❤❛♥❣é✳
❆✳✺ ▼♦❞❡ ❣❧✐ss❛♥t ré❡❧ ❡t ❡rr❡✉r rés✐❞✉❡❧❧❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❝❡rt❛✐♥❡✱ à ❝❛✉s❡
❞✬✉♥❡ ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r✱ ♦✉ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❡①❛❝t ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ✭❞û à ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✜♥✐❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ ǫ t❡❧ q✉❡
y ∈ yreel + [−ǫ, ǫ]
❛✈❡❝ yreel ❧❛ ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❡t y ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❡s✉ré❡✳
❚❤❡♦rè♠❡ ❆✳✹✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ai ❡t bi ❛✈❡❝ i ∈ ◆ t❡❧ q✉❡ 1 ≤ i ≤ n t❡❧❧❡s q✉❡
❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ✭❆✳✾✮ ✈ér✐✜❡ |ezi| < ai n
√
ǫ✱ ❡t
t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡t❛t ❞✉ s②stè♠❡ ✈ér✐✜❡ ✭❆✳✷✮ |exi| <
bi n
√
ǫ
✶✸✹ ❯♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ed = ez − ezd ❧✬❡rr❡✉r ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡ ❞ér✐✈❛t❡✉r✳ ❆ ♥♦t❡r q✉✬❡❧❧❡
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡s ❊q✳ ✭❆✳✶✮✲❊q✳ ✭❆✳✷✮✮✳
❉✬❛♣rès ❬▲❡✈✵✸❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ n ❝♦♥st❛♥t❡s di ✭i ∈ ◆ t❡❧ q✉❡ 1 ≤ i ≤ n✮ t❡❧❧❡s q✉❡ |edi| 6
di ǫ
n+1−i
n ♣♦✉r ǫ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✳
❊♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s✬é❝r✐t
w = α sign
(
σn + λn−1σn−1 + · · ·+ λ1σ1 + λed)
♦ù λed = edn + λn−1edn−1 + · · ·+ λ1ed1 ✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ λiedi = O
(
ǫ
n+1−i
n
)
✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r ǫ
s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t
‖λed‖ 6 C n
√
ǫ⇒ λed = O( n
√
ǫ).
w ❛②❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ✏❜♦♥♥❡✑ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r 2C n
√
ǫ ❝❡♥tré❡
s✉r ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ ♥✬❛ ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥ ❡✛❡t
à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛♥❞❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ➚ ❧✬✐♥tér✐❡✉r✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❛t✐♦♥ ♣❡✉t
✐♥❞✉✐r❡ ✉♥❡ ✏♠❛✉✈❛✐s❡✑ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✭+α ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ −α ♦✉ ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✮✳ ▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❣❛r❛♥t✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ré❣✉❧❛t❡✉r ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
❡♥ O( n√ǫ) ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ❝♦rr❡❝t❡✉r ré❡❧ ❡st
❞♦♥❝ ❡♥ O( n√ǫ)✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ n ❝♦♥st❛♥t❡s ai t❡❧❧❡s q✉❡ |ezi| < ai n
√
ǫ✳ ❈♦♠♠❡
x∗ = G−1(z) ❡t x∗ + ex = G
−1(z+ ez)✱
ex = G
−1(z+ ez)−G−1(z)⇒ ‖ex‖ = LG−1‖ez‖
❛✈❡❝ LG−1 ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❞❡ G
−1✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✷ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❡ ∞ s♦♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ n ❝♦♥st❛♥t❡s bi t❡❧❧❡s q✉❡ |ezi| < bi n
√
ǫ✳
❆✳✻ ❊①❡♠♣❧❡ ❛❝❛❞é♠✐q✉❡
Pr❡♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥s♣✐ré ❞✬✉♥ ♠♦t❡✉r à ❝♦✉r❛♥t ❝♦♥t✐♥✉ sér✐❡ ❞♦♥t ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥
♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡st ♥é❣❧✐❣é❡ ❬❈❤✐✾✹✱ P❧❡✾✺❪✳ ■❧ ❡st ré❣✐ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
x˙1 = −k1 x1 x2 − k2 x1 + u
x˙2 = −k3 x2 − x3 + k4 x21
x˙3 = 0 +∆x
♦ù
[
x1 x2 x3
]T
❡st ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡t u = 100✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ✜①és à k1 =
0.043, k2 = 0.227, k3 = 0.033, k4 = 0.13✱ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞✉ s②stè♠❡ à x1(0) = 10✱ x2(0) = 40
❡t x3(0) = 100 ❡t s♦♥ ét❛t ❡st✐♠é à xˆ1(0) = x1(0) = 10✱ xˆ2(0) = 50 ❡t xˆ3(0) = 120✳ ▲❛
s♦rt✐❡ ♠❡s✉ré❡ ❡st y = x1✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣♦✉r x1 6= 0✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s
❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✳ ➚ t = 5s✱ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝♦✲✐♥❝✐❞❡♥t❡ ✭♠❛t❝❤❡❞✮ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ∆x = 1000
♣❡♥❞❛♥t ✵✳✶s ❢❛✐t ♣❛ss❡r x3 ❞❡ 100 à 200✳ P♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱
♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ CN = 1200 ❡t CU = 300 ❝♦♠♠❡ ♠❛❥♦r❛♥ts✳
▲❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉✐✈❛♥t ❬P●▲✵✽❪ ♣♦✉r tF = 2s ❡t ❛ ♣♦✉r ♠❛✲
❥♦r❛♥t θ = 300✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✏❉✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❞ér✐✈é❡s✑ ❛✈❡❝ L = 1200✱ ❡t
α = 3000 ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭t 6 tF ✮✱ ♣✉✐s α = 300 ♣♦✉r t > tF ✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝
w = −α sign [(ez,3 − e¨z1,ref (t))+ λ2 (ez,2
−e˙z1,ref (t)
)
+ λ1
(
ez,1 − ez1,ref (t)
)]
❛✈❡❝ λ1 = 400✱ λ2 = 120✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈♦✐t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✸✱ ❧❡s ét❛ts ❡st✐♠és ❝♦♥✈❡r❣❡♥t
✈❡rs ❧❡s ét❛ts ré❡❧s ❡♥ tF = 2s ❡♥ ❞é♣✐t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s✉r x3✳
❆✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✺
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❋✐❣✳ ❆✳✸ ✕ ❍❛✉t✲ x1 ✭♣♦✐♥t✐❧❧és✮ ❡t xˆ1 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✭s✮✳ ▼✐❧✐❡✉✲ x2 ✭♣♦✐♥t✐❧❧és✮
❡t xˆ2✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✭s✮✳ ❇❛s✲ x3 ✭♣♦✐♥t✐❧❧és✮ ❡t xˆ3 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ✭s✮✳
❆✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣rés❡♥té ✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❝♦♥♥✉ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r
✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥❝❡rt❛✐♥s✱ ❝❛r ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❛✉❝✉♥❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❞♦♥t ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧✬ét❛t ré❡❧ ❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts ❝❛❧❝✉❧é❡ à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s✱ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❞❡ ▲❡✲
✈❛♥t✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐❞é❛❧ ❡st ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐❡✱ ❡t ❧✬❡rr❡✉r
rés✐❞✉❡❧❧❡ ❡st q✉❛♥t✐✜é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ré❡❧ ✭❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✜♥✐❡✱ ✳✳✳✮✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡
❛❝❛❞é♠✐q✉❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❡t s❛ r♦❜✉st❡ss❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡t ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ❞ér✐✈❛t❡✉r ❞❡
▲❡✈❛♥t ✉t✐❧✐sé ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡ à ré❣❧❡r✱ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❧✐❣♥❡✳
✶✸✻ ❯♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ♣❛r ♠♦❞❡s ❣❧✐ss❛♥ts
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
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❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧s ❛♥❞ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s ✇✐t❤
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❬❆❋✻✻❪ ▼✳ ❆t❤❛♥s ❛♥❞ P✳ ▲✳ ❋❛❧❜✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❈♦♥tr♦❧✳ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤❡♦r②
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❬❆♥♦✺✾❪ ❉✳❱✳ ❆♥♦s♦✈✳ ❖♥ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦✐♥ts ♦❢ r❡❧❛② s②st❡♠s✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛
✐ t❡❧❡♠❡❝❤❛♥✐❝❛✱ ✷ ✿✶✸✺✕✶✹✾✱ ✶✾✺✾✳
❬❆❙✻✶❪ ▼✳ ❆t❤❛♥s ❛♥❞ ❏✳ ▼✳ ❙♠✐t❤✳ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ❜❛♥❣ ❜❛♥❣
❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ♣❛❣❡s ✶✷✺✕✶✸✶✱
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